
Ñòàíäàðòíûå ñõåìû ïðîãðàìì

Ïóñòü çàäàíî áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ

Var = {x1, x2, . . . , xn, . . . } ,

à òàêæå ñèãíàòóðà σ = (Const,Func ,Pred) ïåðâîãî ïîðÿäêà,

ñîñòîÿùàÿ èç

I ìíîæåñòâî êîíñòàíò Const = {c1, c2, . . . , } ,
I ìíîæåñòâî ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ

Func = {f (r1)
1 , f

(r2)
2 , . . . } ,

I ìíîæåñòâî ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ Pred ={P(s1)
1 ,P

(s2)
2 , . . . } .

Íàä ìíîæåñòâîì ïåðåìåííûõ Var è ñèãíàòóðîé σ ñòðîÿòñÿ

I ìíîæåñòâî òåðìîâ Terms(Var , σ) = {t1, t2, . . . } è
I ìíîæåñòâî àòîìàðíûõ ôîðìóë (àòîìîâ)

Atoms(Var , σ) = {A1,A2, . . . }.
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Òåðì � ýòî âñÿêîå âûðàæåíèå, êîòîðîå ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî

ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

I âñÿêàÿ ïåðåìåííàÿ x èç ìíîæåñòâà Var ÿâëÿåòñÿ òåðìîì;

I âñÿêàÿ êîíñòàíòà c èç ìíîæåñòâà Const ÿâëÿåòñÿ òåðìîì;

I åñëè t1, t2, . . . , tn � ýòî íàáîð òåðìîâ, à f (n) � ýòî

n-ìåñòíûé ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë èç ìíîæåñòâà Func ,

òî âûðàæåíèå f (t1, t2, . . . , tn) ÿâëÿåòñÿ òåðìîì.

Àòîìàðíîé ôîðìóëîé (àòîìîì) íàçûâàåòñÿ âñÿêîå âûðàæåíèå

âèäà P(t1, t2, . . . , tm) , ãäå P(m) � ýòî m-ìåñòíûé ïðåäèêàòíûé

ñèìâîë èç ìíîæåñòâà Pred , à t1, t2, . . . , tm � ýòî íàáîð òåðìîâ.
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Ñòàíäàðòíûå ñõåìû ïðîãðàìì ñòðîÿòñÿ èç îïåðàòîðîâ

ñëåäóþùèõ ïÿòè òèïîâ:

1. íà÷àëüíûé îïåðàòîð � âûðàæåíèå âèäà start ;

2. ôèíàëüíûé îïåðàòîð � âûðàæåíèå âèäà stop(tj1 , . . . , tjm) ,
ãäå tj1 , . . . , tjm � òåðìû èç ìíîæåñòâà Terms(Var , σ) ;

3. îïåðàòîð ïðèñâàèâàíèÿ � âûðàæåíèå âèäà x := t , ãäå
x ∈ Var è t ∈ Terms(Var , σ) ;

4. òåñò (èëè, óñëîâèå ) � àòîìàðíàÿ ôîðìóëà èç ìíîæåñòâà

Atoms(Var , σ) ;

5. îïåðàòîð ïåòëè � âûðàæåíèå loop .
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Ñòàíäàðòíàÿ ñõåìà ïðîãðàìì � ýòî êîíå÷íûé ðàçìå÷åííûé

îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî ðàçäåëåíû íà ïÿòü

êëàññîâ:

1. Íà÷àëüíàÿ âåðøèíà . Â ñõåìå èìååòñÿ â òî÷íîñòè îäíà

íà÷àëüíàÿ âåðøèíà. Îíà ïîìå÷åíà íà÷àëüíûì îïåðàòîðîì.

Èç íåå èñõîäèò îäíà äóãà. Îíà íå èìååò âõîäÿùèõ äóã.

2. Ôèíàëüíàÿ âåðøèíà . Â ñõåìå ìîæåò áûòü íåñêîëüêî

ôèíàëüíûõ âåðøèí, è êàæäàÿ èç íèõ ïîìå÷åíà ôèíàëüíûì

îïåðàòîðîì è íå èìååò íè îäíîé èñõîäÿùåé äóãè.

3. Âåðøèíà-ïðåîáðàçîâàòåëü . Îäíà ïîìå÷åíà îïåðàòîðîì

ïðèñâàèâàíèÿ, è èç íåå èñõîäèò â òî÷íîñòè îäíà äóãà.

4. Âåðøèíà-ðàñïîçíàâàòåëü . Îíà ïîìå÷åíà òåñòîì; èç íåå

èñõîäÿò äâå äóãè, îäíà èç êîòîðûõ ïîìå÷àíà ñèìâîëîì 0
(0-äóãà), à äðóãàÿ � ñèìâîëîì 1 (1-äóãà).

5. Âåðøèíà-ïåòëÿ . Îíà ïîìå÷åíà îïåðàòîðîì ïåòëè è íå

èìååò èñõîäÿùèõ äóã.
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Âû÷èñëåíèÿ è ýêâèâàëåíòíîñòü ñòàíäàðòíûõ ñõåì ïðîãðàìì,

ïîäîáíî îòíîøåíèþ âûïîëíèìîñòè äëÿ ôîðìóë ëîãèêè

ïðåäèêàòîâ, îïðåäåëÿþòñÿ â èíòåðïðåòàöèÿõ ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Èíòåðïðåòàöèÿ ñèãíàòóðû σ � ýòî àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà

I = (D,Const,Func ,Pred) , â êîòîðîé

I D � îáëàñòü èíòåðïðåòàöèè (îáëàñòü çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ

è êîíñòàíò, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé è îòíîøåíèé);

I Const : Const → D � îöåíêà êîíñòàíò;

I Func : Func → (Dn → D) � îöåíêà ôóíêöèîíàëüíûõ

ñèìâîëîâ;

I Pred : Pred → (Dm → {0, 1}) � îöåíêà ïðåäèêàòíûõ

ñèìâîëîâ.

Èíòåðïðåòàöèþ I ìîæíî âîñïðèíèìàòü êàê ñìåííóþ áèáëèîòåêó

âñòðîåííûõ ôóíêöèé (àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé) è îòíîøåíèé

çàäàííîé ñèãíàòóðû σ , â êîòîðîé ñòðîÿòñÿ ïðîãðàììû.
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Îöåíêîé ïåðåìåííûõ â èíòåðïðåòàöèè I íàçûâàåòñÿ âñÿêîå

îòîáðàæåíèå ξ : Var → D .

Çíà÷åíèÿ òåðìîâ t(x1, . . . , xk)[ξ]I è àòîìàðíûõ ôîðìóë

A(x1, . . . , xk)[ξ]I â èíòåðïðåòàöèè I íà çàäàííîé îöåíêå

ïåðåìåííûõ ξ îïðåäåëþòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì èíäóêöèåé ïî

ñòðóêòóðå òåðìîâ è àòîìîâ:

I åñëè t(x1, . . . , xk) = xi , òî t(x1, . . . , xk)[ξ]I = ξ(xi ) ;

I åñëè t(x1, . . . , xk) = c , òî t(x1, . . . , xk)[ξ]I = c̄ ;

I åñëè t(x1, . . . , xk) = f (t1, . . . , tn) , òî
t(x1, . . . , xk)[ξ]I = f̄ (t1[ξ]I , . . . , tn[ξ]I ) ;

I åñëè P(t1, t2, . . . , tm) � àòîìàðíàÿ ôîðìóëà, òî

P(t1, t2, . . . , tm)[ξ]I = P̄(t1[ξ]I , . . . , tm[ξ]I ) .
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Ïåðåìåííûå â ñòàíäàðòíûõ ñõåìàõ ïðîãðàìì � ýòî ïðîñòåéøèå

ñòðóêòóðû äàííûõ, è îöåíêè ïåðåìåíííûõ � ýòî ñîñòîÿíèÿ

ïàìÿòè â âû÷èñëåíèÿõ ñõåì ïðîãðàìì.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îöåíêè ïåðåìåííûõ ξ : Var → D ,

ïåðåìåííîé y , y ∈ Var , è ýëåìåíòà d , d ∈ D , îáîçíà÷èì

çàïèñüþ ξ[y ← d ] îöåíêó ïåðåìåííûõ ξ′ , êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ

ñîîòíîøåíèÿìè

ξ′(x) =

{
ξ(x), åñëè x 6= y ,

d , åñëè x = y .

Èíûìè ñëîâàìè, ξ[y ← d ] � ýòî ñîñòîÿíèå ïàìÿòè, êîòîðîå

îáðàçóåòñÿ èç ñîñòîÿíèÿ ïàìÿòè ξ â òîì ñëó÷àå, êîãäà

ïåðåìåííàÿ y ïðèíèìàåò çíà÷åíèå d .
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Âû÷èñëåíèÿ ñòàíäàðòíûõ ñõåì ïðîãðàìì îïðåäåëÿþòñÿ â

èíòåðïðåòàöèÿõ íà îöåíêàõ ïåðåìåííûõ.

Ïóñòü çàäàíà ñòàíäàðòíàÿ ñõåìà ïðîãðàìì π ñ ìíîæåñòâîì

âåðøèí V , èíòåðïðåòàöèÿ I è îöåíêà ïåðåìåííûõ ξ â ýòîé
èíòåðïðåòàöèè.

Òîãäà âû÷èñëåíèåì ñõåìû ïðîãðàìì π â èíòåðïðåòàöèè I íà
íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè ïàìÿòè ξ íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàð

comp(π, I , ξ) = (v0, ξ0), (v1, ξ1), . . . , (vi , ξi ), (vi+1, ξi+1), . . .

óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì:

1. v0 � íà÷àëüíàÿ âåðøèíà, ξ0 = ξ ;

2. äëÿ êàæäîãî i , i ≥ 0 , â çàâèñèìîñòè îò òèïà âåðøèíû vi
ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ
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I åñëè vi � íà÷àëüíàÿ âåðøèíà, òî vi+1 � ýòî

âåðøèíà-ïðååìíèê âåðøèíû vi , à ξi+1 = ξi ;

I åñëè vi � ôèíàëüíàÿ âåðøèíà, êîòîðîé ïðèïèñàí îïåðàòîð

stop(t1, . . . , tm) , òî âû÷èñëåíèå comp(π, I , ξ) çàâåðøàåòñÿ
ïàðîé (vi , ξi ) , è íàáîð val(π, I , ξ) = (t1[ξi ]I , . . . , tm[ξi ]I )
ñ÷èòàåòñÿ ðåçóëüòàòîì âû÷èñëåíèÿ ;

I åñëè vi � âåðøèíà-ïðåîáðàçîâàòåëü, êîòîðîé ïðèïèñàí

îïåðàòîð ïðèñâàèâàíèÿ x := t(x1, . . . , xk) , òî vi+1 � ýòî

ïðååìíèê âåðøèíû vi , à ξi+1 =ξi [x← t[ξi (x1),. . . ,ξi (xk)]I ] ;

I åñëè vi � âåðøèíà-ðàñïîçíàâàòåëü, êîòîðîé ïðèïèñàí òåñò

A(x1, . . . , xk) , òî vi+1 � ýòî δ -ïðååìíèê âåðøèíû vi , ãäå
δ=A[ξi (x1),. . . ,ξi (xk)]I , à ξi+1 = ξi ;

I åñëè vi � âåðøèíà-ïåòëÿ, òî (vi+1, ξi+1) = (vi , ξi ) (ò.å.
âû÷èñëåíèå çàöèêëèâàåòñÿ).
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Ðàññìîòðèì àðèôìåòè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ,

â êîòîðîé

DI = {0, 1, 2, . . . }
c � öåëîå ÷èñëî 1 ,

g(x , y) � ôóíêöèÿ óìíîæåíèÿ öåëûõ ÷èñåë: x × y ,

h(x) � ôóíêöèÿ âû÷èòàíèÿ 1: x − 1 ,

P(x) � ïðåäèêàò ñðàâíåíèÿ ñ íóëåì: x = 0 .
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v4

è â ýòîé èíòåðïðåòàöèè

ïîñòðîèì âû÷èñëåíèå ïðîãðàììû

íà íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè ïàìÿòè ξ = {x/3, y/7} :

comp(π, I , ξ) = (v0, {x/3, y/7}), (v1, {x/3, y/7}),
(v2, {x/3, y/1}), (v3, {x/3, y/1}), (v4, {x/3, y/3}),
(v2, {x/2, y/3}), (v3, {x/2, y/3}), (v4, {x/2, y/6}),
(v2, {x/1, y/6}), (v3, {x/1, y/6}), (v4, {x/1, y/6}),
(v2, {x/0, y/6}), (v5, {x/1, y/6}).

val(π, I , ξ) = {y/6} .



LARGE Ñòàíäàðòíûå ñõåìû ïðîãðàìì

Âñÿêîå âû÷èñëåíèå ñòàíäàðòíîé ñõåìû ïðîãðàìì ñîîòâåòñòâóåò

íåêîòîðîìó îðèåíòèðîâàííîìó ìàðøðóòó (êîíå÷íîìó èëè

áåñêîíå÷íîìó) â ñõåìå ïðîãðàìì.

Íàïðèìåð, â ðàññìîòðåííîé ðàíåå ñõåìå ïðîãðàìì âû÷èñëåíèþ

comp(π, I , ξ) = (v0, ξ),(v1, ξ),(v2, ξ1),(v3, ξ1),(v4, ξ2), (v2, ξ3), (v3, ξ3),
(v4, ξ4), (v2, ξ5), (v3, ξ5), (v4, ξ6), (v2, ξ7), (v3, ξ7)

ñîîòâåòñòâóåò îðèåíòèðîâàííûé ìàðøðóò

trace=v0→v1→v2→v3→v4→v2→v3→v4→v2→v3→v4→v2→v5

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìàðøðóò trace ðåàëèçóåòñÿ âû÷èñëåíèåì

comp(π, I , ξ) ñòàíäàðòíîé ñõåìû ïðîãðàìì π .

Ñõåìà ïðîãðàìì íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé , åñëè êàæäûé ìàðøðóò,

âåäóùèé èç íà÷àëüíîé âåðøèíû ñõåìû â åå ôèíàëüíóþ

âåðøèíó, ðåàëèçóåòñÿ íåêîòîðûì âû÷èñëåíèåì ýòîé ñõåìû



Ïðîáëåìà ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ
ñòàíäàðòíûõ ñõåì ïðîãðàìì

Ñòàíäàðòíûå ñõåìû ïðîãðàìì π1 è π2 íàçûâàþòñÿ

ôóíêöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíûìè (îáîçíà÷àåòñÿ π1 ∼ π2 ), åñëè

äëÿ ëþáîé èíòåðïðåòàöèè I è äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî

ñîñòîÿíèÿ ïàìÿòè ξ âåðíî îäíî èç äâóõ:

I îáà âû÷èñëåíèÿ comp(π1, I , ξ) è comp(π2, I , ξ) áåñêîíå÷íû
(çàöèêëèâàþòñÿ);

I îáà âû÷èñëåíèÿ comp(π1, I , ξ) è comp(π2, I , ξ)
çàâåðøàþòñÿ, è ðåçóëüòàòû ýòèõ âû÷èñëåíèé îäèíàêîâû

val(π1, I , ξ) = val(π2, I , ξ) .

Ïðîáëåìà ôóíêöèîíàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ñòàíäàðòíûõ

ñõåì ïðîãðàìì ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû äëÿ ïðîèçâîëüíîé

çàäàííîé ïàðû ñòàíäàðòíûõ ñõåì ïðîãðàìì π1 è π2 âûÿñíèòü,

ÿâëÿþòñÿ ëè ýòè ñõåìû ïðîãðàìì ôóíêöèîíàëüíî

ýêâèâàëåíòíûìè π1 ∼ π2 ?



Îïèñàíèå ñòàíäàðòíûõ ñõåì ïðîãðàìì
ïðè ïîìîùè ïîäñòàíîâîê

Âíà÷àëå ìû íåìíîãî èçìåíèì îáëèê ñòàíäàðòíîé ñõåìû

ïðîãðàìì, ñäåëàâ åå áîëåå ïîõîæåé íà ðàçìå÷åííóþ ñèñòåìó

ïåðåõîäîâ, èñïîëüçóåìóþ äëÿ îïèñàíèÿ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ.

Ñîñòîÿíèÿìè òàêîé ðàçìå÷åííîé ñèñòåìû ïåðåõîäîâ áóäóò

âåðøèíû-ðàñïîçíàâàòåëè, à òàêæå íà÷àëüíàÿ è ôèíàëüíàÿ

âåðøèíû; äóãè (ïåðåõîäû) ñèñòåìû áóäóò ïîìå÷åíû

ïîäñòàíîâêàìè, âûðàæàþùèìè âû÷èñëèòåëüíûé ýôôåêò

ëèíåéíûõ ó÷àñòêîâ ñõåìû ïðîãðàìì, ò.å. êîíå÷íûõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îïåðàòîðîâ ïðèñâàèâàíèÿ.

Óñòàíîâèâ òàêóþ âçàèìîñâÿçü ñõåì ïðîãðàìì è àâòîìàòîâ, ìû

ñìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäàìè è ðåçóëüòàòàìè òåîðèè

àâòîìàòîâ äëÿ èçó÷åíèÿ ïðîáëåìû ýêâèâàëåíòíîñòè

ñòàíäàðòíûõ ñõåì ïðîãðàìì.



Îïèñàíèå ñòàíäàðòíûõ ñõåì ïðîãðàìì
ïðè ïîìîùè ïîäñòàíîâîê

Ïîäñòàíîâêà � ýòî âñÿêîå îòîáðàæåíèå θ : Var → Terms ,
ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé ïåðåìåííîé íåêîòîðûé òåðì.

Ìíîæåñòâî Domθ = {x : θ(x) 6= x} íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ

ïîäñòàíîâêè . Åñëè îáëàñòü ïîäñòàíîâêè � ýòî êîíå÷íîå

ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ, òî ïîäñòàíîâêà íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîé .

Ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ïîäñòàíîâîê îáîçíà÷èì Subst .

Åñëè θ ∈ Subst è Domθ = {x1, x2, . . . , xn} , òî ïîäñòàíîâêà θ
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ïàð

{x1/θ(x1), x2/θ(x2), . . . , xn/θ(xn)} .
Êàæäàÿ ïàðà xi/θ(xi ) íàçûâàåòñÿ ñâÿçêîé .

Åñëè Domθ = ∅ , òî òàêàÿ ïîäñòàíîâêà θ íàçûâàåòñÿ
òîæäåñòâåííîé (èëè ïóñòîé ) ïîäñòàíîâêîé è îáîçíà÷àåòñÿ

áóêâîé ε .



Îïèñàíèå ñòàíäàðòíûõ ñõåì ïðîãðàìì
ïðè ïîìîùè ïîäñòàíîâîê

Äëÿ ïîäñòàíîâîê îïðåäåëåíû äâå îñíîâíûå îïåðàöèè.

Ïðèìåíåíèå ïîäñòàíîâêè

Ïóñòü θ ∈ Subst è E ∈ Terms ∪ Atoms . Òîãäà çàïèñü Eθ
îáîçíà÷àåò ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè θ ê E , êîòîðûé

îïðåäåëåòñÿ òàê:

I åñëè E = x , x ∈ Var , òî Eθ = θ(x) ;

I åñëè E = c , c ∈ Const , òî Eθ = c ;

I åñëè E = F (t1, t2, . . . , tk) , òî Eθ = F (t1θ, t2θ, . . . , tnθ) .

Êîìïîçèöèÿ ïîäñòàíîâîê

Ïóñòü θ, η ∈ Subst . Êîìïîçèöèÿ ïîäñòàíîâîê θη � ýòî

ïîäñòàíîâêà µ , êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì

ñîîòíîøåíèåì: µ(x) = (xθ)η äëÿ ëþáîé x ∈ Var .



Îïèñàíèå ñòàíäàðòíûõ ñõåì ïðîãðàìì
ïðè ïîìîùè ïîäñòàíîâîê

Êðîìå òîãî, ïðèìåíåíèå ïîäñòàíîâîê ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà

îöåíêè ïåðåìåííûõ � ñîñòîÿíèÿ ïàìÿòè ñõåì ïðîãðàìì.

Ïðèìåíåíèå ïîäñòàíîâîê ê îöåíêàì ïåðåìåííûõ

Ïóñòü θ ∈ Subst è ξ : Var → D � îöåíêà ïåðåìåííûõ â

èíòåðïðåòàöèè I . Òîãäà ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè

θ ê îöåíêå ïåðåìåííûõ ξ ÿâëÿåòñÿ îöåíêà ïåðåìåííûõ ξ′=θ[ξ]I ,
êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì ξ′(x) = θ(x)[ξ]I äëÿ
êàæäîé ïåðåìåííîé x , x ∈ Var .

Èíûìè ñëîâàì, åñëè θ = {x1/t1, x2/t2, . . . , xn/tn} , òî

θ[ξ]I (x) =

{
ti [ξ]I , åñëè x = xi , 1 ≤ i ≤ n,

ξ(x), èíà÷å.



Îïèñàíèå ñòàíäàðòíûõ ñõåì ïðîãðàìì
ïðè ïîìîùè ïîäñòàíîâîê

Âû÷èñëèòåëüíûé ýôôåêò îïåðàòîðà ïðèñâàèâàíèÿ ìîæåò áûòü

âûðàæåí ïðè ïîìîùè îïåðàöèé íàä ïîäñòàíîâêàìè.

Óòâåðæäåíèå 1.

Äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà ïðèñâàèâàíèÿ x := t(x1, . . . , xk) ,
èíòåðïðåòàöèè I è îöåíêè ïåðåìåííûõ ξ : Var → D âåðíî

ðàâåíñòâî

ξ[x ← t[ξi (x1), . . . , ξi (xk)]I ] = {x/t(x1, . . . , xk)}[ξ]I

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé.



Îïèñàíèå ñòàíäàðòíûõ ñõåì ïðîãðàìì
ïðè ïîìîùè ïîäñòàíîâîê

Îïåðàöèè êîìïîçèöèè è ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâîê ê îöåíêàì

ïåðåìåííûõ âçàèìîñâÿçàíû ïðîñòûì ñîîòíîøåíèåì.

Óòâåðæäåíèå 2.

Äëÿ ëþáûõ ïîäñòàíîâîê θ1, θ2 ∈ Subst , èíòåðïðåòàöèè I è
îöåíêè ïåðåìåííûõ ξ : Var → D âåðíî ðàâåíñòâî

θ1θ2[ξ]I = θ1[θ2[ξ]I ]I .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé.



Îïèñàíèå ñòàíäàðòíûõ ñõåì ïðîãðàìì
ïðè ïîìîùè ïîäñòàíîâîê

Íà îñíîâàíèè óòâåðæäåíèé 1 è 2 âû÷èñëèòåëüíûé ýôôåêò

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàòîðîâ ïðèñâàèâàíèÿ ìîæåò áûòü

âûðàæåí ïðè ïîìîùè îïåðàöèé êîìïîçèöèè è ïðèìåíåíèÿ

ïîäñòàíîâîê ê îöåíêàì ïåðåìåííûõ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Óòâåðæäåíèå 3.

Äëÿ ëþáûõ èíòåðïðåòàöèè I è îöåíêè ïåðåìåííûõ ξ0 : Var → D
ðåçóëüòàò ξ âû÷èñëåíèÿ comp(π, ξ0, I ) ñòàíäàðòíîé ñõåìû

ïðîãðàìì

π

- - - - -r r rstart xi1 := t1 xi2 := t2 xim := tm stop

óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó ξ = ({xim/tm} . . . {xi2/t2}{xi1/t1})[ξ]I .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Èíäóêöèåé ïî m c ïðèìåíåíèåì óòâåðæäåíèé 1 è 2.



Îïèñàíèå ñòàíäàðòíûõ ñõåì ïðîãðàìì
ïðè ïîìîùè ïîäñòàíîâîê

Êàæäîé ñòàíäàðòíîé ñõåìå ïðîãðàìì π ñîïîñòàâèì

ðàçìå÷åííóþ ñèñòåìó ïåðåõîäîâ LTS(π) , âåðøèíàìè êîòîðîé

ÿâëÿþòñÿ íà÷àëüíàÿ è ôèíàëüíàÿ âåðøèíû ñõåìû , à òàêæå âñå

âåðøèíû-ðàñïîçíàâàòåëè ñõåìû π . Âñå ýòè âåðøèíû

ñîõðàíÿþò ïðèïèñàííûå èì îïåðàòîðû è òåñòû.

Âñå ïåðåõîäû ìåæäó âåðøèíàìè ñèñòåìû ïîìå÷åíû

ïîäñòàíîâêàìè; êðîìå òîãî, êàæäûé ïåðåõîä, èñõîäÿùèé èç

âåðøèíû-ðàñïîçíàâàòåëÿ ïîìå÷åí 0 èëè 1 . Ðàçìåòêà ïåðåõîäîâ

ïðîâîäèòñÿ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: âñÿêîìó ìàðøðóòó â ñõåìå

π ìåæäó âåðøèíàìè-ïðåîáðàçîâàòåëÿìè, èìåþùåìó âèä

����- - - - -����r r rA′ δ xi1 := t1 xi2 := t2 xim := tm A′′

â ñèñòåìå LTS(π) ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîä

����A′ ����-
δ, {xim/tm} · · · {xi2/t2}{xi1/t1} A′′



Îïèñàíèå ñòàíäàðòíûõ ñõåì ïðîãðàìì
ïðè ïîìîùè ïîäñòàíîâîê

Ñõåìà

π
start

?

y := c

?�� ��P(x)�
?

1 �
?

0

stop(y) y := g(x , y)

?

x := h(x)�

6

Ñèñòåìà

ïåðåõîäîâ

LTS(π)

start

?�� ��P(x)�

� %
6

0 �
?

1

stop(y)

{y/c}

ε
{x/h(x), y/g(x , y)}



Îïèñàíèå ñòàíäàðòíûõ ñõåì ïðîãðàìì
ïðè ïîìîùè ïîäñòàíîâîê

Âû÷èñëåíèåì ñèñòåìû ïåðåõîäîâ LTS(π)) â èíòåðïðåòàöèè I íà
íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè ïàìÿòè ξ íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàð

comp(LTS(π), I , ξ) = (v0, ξ0), (v1, ξ1), . . . , (vi , ξi ), (vi+1, ξi+1), . . .

óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì:

1. v0 � íà÷àëüíàÿ âåðøèíà, ξ0 = ξ ;
2. äëÿ êàæäîãî i , i ≥ 0

I vi+1 � ýòî âåðøèíà-ïðååìíèê âåðøèíû vi ;
I åñëè vi � âåðøèíà-ðàñïîçíàâàòåëü, êîòîðîé ïðèïèñàí òåñò

A(x1, . . . , xk) , òî vi+1 � ýòî δ -ïðååìíèê âåðøèíû vi , ãäå
δ = A[ξi (x1), . . . , ξi (xk)]I ;

I åñëè âåðøèíû vi è vi+1 ñâÿçàíû ïåðåõîäîì, êîòîðûé

ïîìå÷åí ïîäñòàíîâêîé θ , òî ξi+1 = θ[ξi ]I ;
I åñëè vi � ôèíàëüíàÿ âåðøèíà, êîòîðîé ïðèïèñàí îïåðàòîð

stop(y1, . . . , ym) , òî âû÷èñëåíèå comp(LTS(π), I , ξ)
çàâåðøàåòñÿ ïàðîé (vi , ξi ) , è íàáîð

val(π, I , ξ) = (ξi (y1), . . . , ξi (ym)) ñ÷èòàåòñÿ ðåçóëüòàòîì

âû÷èñëåíèÿ .



Îïèñàíèå ñòàíäàðòíûõ ñõåì ïðîãðàìì
ïðè ïîìîùè ïîäñòàíîâîê

Èç îïðåäåëåíèÿ âû÷èñëåíèé äëÿ ñõåì ïðîãðàìì è

ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ñèñòåì ïåðåõîäîâ, à òàêæå èç

óòâåðæäåíèÿ 3 ñëåäóåò

Óòâåðæäåíèå 4.

Äëÿ ëþáûõ ñòàíäàðòíîé ñõåìû ïðîãðàìì π , èíòåðïðåòàöèè I è
îöåíêè ïåðåìåííûõ ξ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàð

(v0, ξ0), (v1, ξ1), . . . , (vi , ξi ), (vi+1, ξi+1), . . .

ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèåì comp(LTS(π), I , ξ) ñèñòåìû ïåðåõîäîâ

LTS(π) , ñîîòâåòñòâóþùåé ñõåìå π , â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,

åñëè ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé âû÷èñëåíèÿ

comp(π, I , ξ) ñõåìû π íà ìíîæåñòâî êîíòðîëüíûõ âåðøèí ñõåìû

(ò.å. óäàëåíèåì èç comp(π, I , ξ) âñåõ òàêèõ ïàð (vi , ξi ) , ó
êîòîðûõ vi � âåðøèíà-ïðåîáðàçîâàòåëü).



Îïèñàíèå ñòàíäàðòíûõ ñõåì ïðîãðàìì
ïðè ïîìîùè ïîäñòàíîâîê

Ñèñòåìû ðàçìå÷åííûõ ïåðåõîäîâ LTS(π1) è LTS(π2)
íàçûâàþòñÿ ôóíêöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíûìè , åñëè äëÿ ëþáîé

èíòåðïðåòàöèè I è äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ïàìÿòè ξ
âåðíî îäíî èç äâóõ:

I îáà âû÷èñëåíèÿ comp(LTS(π1), I , ξ) è comp(LTS(π2), I , ξ)
áåñêîíå÷íû (çàöèêëèâàþòñÿ);

I îáà âû÷èñëåíèÿ comp(LTS(π1), I , ξ) è comp(LTS(π2), I , ξ)
çàâåðøàþòñÿ, è ðåçóëüòàòû ýòèõ âû÷èñëåíèé îäèíàêîâû

val(LTS(π1), I , ξ) = val(LTS(π2), I , ξ) .

Èç óòâåðæäåíèÿ 4 ñëåäóåò

Òåîðåìà 1.

Êàêîâû áû íè áûëè ñõåìû ïðîãðàìì π1 è π2 , îíè
ôóíêöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ôóíêöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíû ñîîòâåòñòâóþùèå èì

ðàçìå÷åííûå ñèñòåìû ïåðåõîäîâ LTS(π1) è LTS(π2) .



Îïèñàíèå ñòàíäàðòíûõ ñõåì ïðîãðàìì
ïðè ïîìîùè ïîäñòàíîâîê

Òåîðåìà 1 ïîçâîëÿåò ïðè èçó÷åíèè ïðîáëåìû ýêâèâàëåíòíîñòè

ñòàíäàðòíûõ ñõåì ïðîãðàìì ðàññìàòðèâàòü íå ñàìè ñõåìû, à

ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñèñòåìû ïåðåõîäîâ, ðàçìå÷åííûå

ïîäñòàíîâêàìè.

Ñèíòàêñèñ ñòàíäàðòíûõ ñõåì ïðîãðàìì óäîáåí, êîãäà íóæíî

óñòàíîâèòü âçàèìîñâÿçü ýòîé ìîäåëè âû÷èñëåíèé ñ ðåàëüíûìè

ïðîãðàììàìè.

Íî äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ñòàíäàðòíûõ ñõåì ïðîãðàìì

ãîðàçäî áîëåå ïîäõîäÿò ðàçìå÷åííûå ñèñòåìû ïåðåõîäîâ.

Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì, íå îãîâàðèâàÿ ýòîãî îñîáî, ìû áóäåì

íàçûâàòü ¾ñõåìîé ïðîãðàìì¿ ðàçìå÷åííóþ ñèñòåìó ïåðåõîäîâ,

ñîîòâåòñòâóþùóþ ñòàíäàðòíîé ñõåìå ïðîãðàìì.



Ýðáðàíîâñêèå èíòåðïðåòàöèè äëÿ ñòàíäàðòíûõ

ñõåì ïðîãðàìì

Ïðîáëåìà ýêâèâàëåíòíîñòè ñòàíäàðòíûõ ñõåì ïðîãðàìì ñõîäíà

ñ ïðîáëåìîé îáùåçíà÷èìîñòè ôîðìóë ëîãèêè ïðåäèêàòîâ � è â

òîì è â äðóãîì ñëó÷àå íóæíî ïðîâåðÿòü ïîâåäåíèå

èíôîðìàöèîííûõ êîíñòðóêöèé (ôîðìóë, ïðåäñòàâëÿþùèõ

çíàíèÿ, èëè ïðîãðàìì, îïèñûâàþùèõ àëãîðèòìû) íà âñåõ

âîçìîæíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ èíòåðïðåòàöèÿõ áàçèñíûõ

ýëåìåíòîâ, èç êîòîðûõ ñîçäàíû ýòè êîíñòðóêöèè.

Ïðè ýòîì áåñêîíå÷íî âàðüèðóåòñÿ íå òîëüêî ìíîæåñòâî

èíòåðïðåòàöèé, íî è ïîâåäåíèå êîíñòðóêöèè â îäíîé îòäåëüíîé

èíòåðïðåòàöèè � â ñëó÷àå ôîðìóë ëîãèêè ïðåäèêàòîâ òàêîå

ðàçíîîáðàçèå ïîâåäåíèÿ îáóñëîâëåíî èñïîëüçîâàíèåì

êâàíòîðîâ, à â ñëó÷àå ñõåì ïðîãðàìì � ñêîëü óãîäíî äëèííûìè

èõ âû÷èñëåíèÿìè.



Ýðáðàíîâñêèå èíòåðïðåòàöèè äëÿ ñòàíäàðòíûõ

ñõåì ïðîãðàìì

Äëÿ ñîêðàùåíèÿ òàêîãî ¾òðîéíîãî êîìáèíàòîðíîãî âçðûâà¿

ïðè ïðîâåðêå âûïîëíèìîñòè ôîðìóë ëîãèêè ïðåäèêàòîâ Æàê

Ýðáðàí ïðåäëîæèë îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî èíòåðïðåòàöèÿìè

ñïåöèàëüíîãî âèäà � ñâîáîäíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè,

êîòîðûå âïîñëåäñòâèè áûëè íàçâàíû ýðáðàíîâñêèìè

èíòåðïðòàöèÿìè.

Ïîïðîáóåì ïîñìîòðåòü, ìîæíî ëè îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî

ýðáðàíîâñêèìè èíòåðïðåòàöèÿìè ïðè àíàëèçå ïîâåäåíèÿ

ñòàíäàðòíûõ ñõåì ïðîãðàìì, è, â ÷àñòíîñòè, ïðè èññëåäîâàíèè

ïðîáëåìû ôóíêöèîíàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè.



Ýðáðàíîâñêèå èíòåðïðåòàöèè äëÿ ñòàíäàðòíûõ

ñõåì ïðîãðàìì

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñòàíäàðòíûå ñõåìû ïðîãðàìì, â

êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ ïðåäìåòíûå ïåðåìåííûå èç ìíîæåñòâà

Var = {x1, x2, . . . , xn, . . . } , à òàêæå òåðìû è àòîìû ñèãíàòóðû

σ = (Const,Func ,Pred) .

Äëÿ êàæäîé ïðåäìåòíîé ïåðåìåííîé x , x ∈ Var , ââåäåì
ñïåöèàëüíóþ íîâóþ êîíñòàíòó x , íå ïðèíàäëåæàùóþ ñèãíàòóðå

σ . Ìíîæåñòâî ââåäåííûõ òàêèì îáðàçîì êîíñòàíò îáîçíà÷èì

çàïèñüþ CVar .

Ýðáðàíîâñêèì óíèâåðñóìîì áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî

âñåâîçìîæíûõ îñíîâíûõ (ò.å. íå ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííûõ)

òåðìîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû èç ìíîæåñòâà êîíñòàíò

Const ∪ CVar è ìíîæåñòâà ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ Func .

Îïðåäåëåííûé òàêèì îáðàçîì ýðáðàíîâñêèé óíèâåðñóì

îáîçíà÷èì çàïèñüþ HVar ,σ (èíäåêñû â ýòîé çàïèñè èíîãäà

áóäóì îïóñêàòü).



Ýðáðàíîâñêèå èíòåðïðåòàöèè

Ýðáðàíîâñêîé èíòåðïðåòàöèåé (åå òàê æå íàçûâàþò ñâîáîäíîé

èíòåðïðåòàöèåé ) íàçûâàåòñÿ âñÿêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

I = (D,Const,Func ,Pred) ñèãíàòóðû σ , êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò

ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì:

1. îáëàñòüþ èíòåðïðåòàöèè ñëóæèò ýðáðàíîâñêèé óíèâåðñóì

HVar ,σ ;

2. îöåíêîé c êàæäîé êîíñòàíòû c èç ìíîæåñòâà Const ∪ CVar

ÿâëÿåòñÿ òåðì c èç ìíîæåñòâà HVar ,σ ;

3. çíà÷åíèåì êàæäîé ôóíêöèè f
(n)

íà íàáîðå îñíîâíûõ

òåðìîâ t1, t2, . . . , tn èç ìíîæåñòâà HVar ,σ ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé

òåðì f (n)(t1, t2, . . . , tn) ;

4. îöåíêà ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé.

Êàê âèäíî èç îïðåäåëåíèÿ, ýðáðàíîâñêèå èíòåðïðåòàöèè

çàäàííîé ñèãíàòóðû èìåþò òîëüêî îäíó ñòåïåíü ñâîáîäû �

ïðîèçâîëüíûé âûáîð îöåíêè ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ.



Ýðáðàíîâñêèå èíòåðïðåòàöèè
Âû÷èñëåíèÿ ñòàíäàðòíûõ ñõåì ïðîãðàìì íà ñâîáîäíûõ

èíòåðïðåòàöèÿõ íà÷èíàþòñÿ èç îäíîãî è òîãî æå íà÷àëüíîãî

ñîñòîÿíèÿ ïàìÿòè � ôèêñèðîâàííîé íà÷àëüíîé îöåíêè

ïåðåìåííûõ ξ̂0 , óäîâëåòâîðÿþùåé ðàâåíñòâó ξ̂0(x) = x äëÿ

êàæäîé ïðåäìåòíîé ïåðåìåííîé x , x ∈ Var .

Èç îïðåäåëåíèÿ ýðáðàíîâñêîé èíòåðïðåòàöèè è íà÷àëüíîé

îöåíêè ïåðåìåííûõ ñëåäóåò, ÷òî ñïðàâåäëèâî

Óòâåðæäåíèå 5.

Äëÿ ëþáûõ ïîäñòàíîâîê θ1, θ2 è ýðáðàíîâñêîé èíòåðïðåòàöèè I
âåðíî ñîîòíîøåíèå

θ1[ξ̂0]I = θ2[ξ̂0]I ⇔ θ1 = θ2.

À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé äàííûõ, âû÷èñëèìûõ

ñõåìàìè ïðîãðàìì â ýðáðàíîâñêèõ èíòåðïðåòàöèÿõ ïîñðåäñòâîì

îïåðàöèè ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâîê, èçîìîðôíî ìíîæåñòâó

ïîäñòàíîâîê ñ îïåðàöèåé êîìïîçèöèè.



Ýðáðàíîâñêèå èíòåðïðåòàöèè

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âû÷èñëåíèè ñõåì ïðîãðàìì â ýðáðàíîâñêèõ

èíòåðïðåòàöèÿõ â êà÷åñòâå ñîñòîÿíèé äàííûõ ìîæíî

èñïîëüçîâàòü ïîäñòàíîâêè èç ìíîæåñòâà Subst .

Òåîðåìà 2.

Êàêîâû áû íè áûëè ñõåìû ïðîãðàìì π1, π2 îíè ôóíêöèîíàëüíî

ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ýêâèâàëåíòíû íà

ìíîæåñòâå ýðáðàíîâñêèõ èíòåðïðåòàöèé

Äîêàçàòåëüñòâî.

(⇒) Î÷åâèäíî.

(⇐) Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ èíòåðïðåòàöèþ I è íà÷àëüíóþ

îöåíêó ïåðåìåííûõ ξ0 â ýòîé èíòåðïðåòàöèè. Îïðåäåëèì

ýðáðàíîâñêóþ èíòåðïðåòàöèþ IH , çàäàâ ñëåäóþùóþ îöåíêó

àòîìàðíûõ ôîðìóë:

äëÿ êàæäîé àòîìàðíîé ôîðìóëû A è ïîäñòàíîâêè θ ïîëîæèì
A[θ]IH = A[θ[ξ0]]I



Ýðáðàíîâñêèå èíòåðïðåòàöèè
Òîãäà äëÿ êàæäîé èç ñõåì ïðîãðàìì πj , j = 1, 2 , èìåþò ìåcòî

ñîîòíîøåíèÿ

comp(πj , I , ξ0) = (v0j , ξ0), (v1j , ξ1j), . . . , (vij , ξij), . . . , (vnj j , ξnj j)
⇐⇒

cóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäñòàíîâîê θ1j ,. . . ,θij ,. . . ,θnj
(êàæäàÿ θij � ýòî êîìïîçèöèÿ ïîäñòàíîâîê, ïðèïèñàííûõ äóãàì

ìàðøðóòà, êîòîðûé ðåàëèçóåò ñõåìà πj â èíòåðïðåòàöèè I ),
äëÿ êîòîðîé

comp(πj , I , ξ0)=(v0j , ξ0), (v1j , θ1j [ξ0]I ), . . . ,(vij , θij [ξ0]I ),. . . ,(vnj j , θnj j [ξ0]I )
⇐⇒

ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îöåíîê àòîìàðíûõ ôîðìóë â

ýðáðàíîâñêîé èíòåðïðåòàöèè IH
comp(πj , IH , ε) = (v0j , ε), (v1j , θ1j), . . . , (vij , θij), . . . , (vnj j , θnj j).

Ò.ê. ñõåìû ýêâèâàëåíòíû â H-èíòåðïðåòàöèÿõ, èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî θn11 = θn22 . Ïîýòîìó
res(π1, I , ξ0) = ξn11 = θn11[ξ0] = θn22[ξ0] = ξn22 = res(π2, I , ξ0) ,
ò.å. ñõåìû π1, π2 âû÷èñëÿþò îäèíàêîâûå ðåçóëüòàòû â (ïðîèç-

âîëüíîé) èíòåðïðåòàöèè I , è, çíà÷èò, îíè ýêâèâàëåíòíû. �



Íåðàçðåøèìîñòü ïðîáëåì àíàëèçà ïîâåäåíèÿ

ñòàíäàðòíûõ ñõåì ïðîãðàìì

Èìåÿ â âèäó, ÷òî ñâîéñòâà âû÷èñëåíèé ñòàíäàðòíûõ ñõåì

ïðîãðàìì ïîëíîñòüþ ïðîÿâëÿþòñÿ íà ýðáðàíîâñêèõ

èíòåðïðåòàöèÿõ, ïîêàæåì, ÷òî âñå ýòè ñâîéñòâà

(çàâåðøàåìîñòü, òîòàëüíîñòü, ôóíêöèîíàëüíîé

ýêâèâàëåíòíîñòü è äð.) àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìû.

Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, ïðîäåìîíñòðèðîâàâ, ÷òî ñòàíäàðòíûå

ñõåìû ïðîãðàìì ìîäåëèðóþò íà ýðáðàíîâñêèõ èíòåðïðåòàöèÿõ

âû÷èñëåíèÿ ìíîãîãîëîâî÷íûõ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ.

À, êàê èçâåñòíî, ïðîáëåìû àíàëèçà ïîâåäåíèÿ

ìíîãîãîëîâî÷íûõ àâòîìàòîâ àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìû.



Íåðàçðåøèìîñòü ïðîáëåì àíàëèçà

Êîíå÷íûé àâòîìàò � ýòî óñòðîéñòâî äëÿ ÷òåíèÿ

ñëîâ, çàïèñàííûõ íà ëåíòå.

Îáû÷íûé êîíå÷íûé àâòîìàò èìååò òîëüêî îäíó

ñ÷èòûâàþùóþ ãîëîâêó, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ ïî ëåíòå

â îäíó ñòîðîíó.

x1 x2 x3 · · · · · · xN a
⇑
q0

-



Íåðàçðåøèìîñòü ïðîáëåì àíàëèçà

À ÷òî áóäåò, åñëè àâòîìàò áóäåò èìåòü ÄÂÅ

ñ÷èòûâàþùèå ãîëîâêè, êîòîðûå ìîãóò

ïåðåìåùàòüñÿ òîëüêî â îäíó ñòîðîíó, íî ïðè ýòîì

íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà?

x1 x2 x3 · · · · · · xN a
⇑⇑
qi` ∈ F

-

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âû÷èñëèòåëüíûå âîçìîæíîñòè

òàêîãî àâòîìàòà óñèëèâàþòñÿ íàñòîëüêî, ÷òî îí

ñïîñîáåí ìîäåëèðîâàòü ìàøèíû Òüþðèíãà!



Íåðàçðåøèìîñòü ïðîáëåì àíàëèçà

Ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì äâóõãîëîâî÷íûõ àâòîìàòîâ,

ðàáîòàþùèõ íàä äâîè÷íûì àëôàâèòîì.

Äâóõãîëîâî÷íûé äåòåðìèíèðîâàííûé êîíå÷íûé àâòîìàò � ýòî

ñèñòåìà D = (S1,S2, s0,F ,T ) , ãäå

I S1 è S2 � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé, â êîòîðûõ

àâòîìàò óïðàâëÿåò ñîîòâåòñòâåííî ïåðâîé è âòîðîé

ãîëîâêàìè.

I s0 � íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå èç ìíîæåñòâà S1 ∪ S2 ,

I F � ïîäìíîæåñòâî ôèíàëüíûõ ñîñòîÿíèé,

F ∩ (S1 ∪ S2) = ∅ ,
I T : S1 ∪ S2 × {0, 1} → S1 ∪ S2 ∪ F � ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ.

Åñëè s ∈ Sj , j ∈ {1, 2} , òî ðàâåíñòâî T (s, x) = s ′ îçíà÷àåò, ÷òî
ïðè ñ÷èòûâàíèè j -é ãîëîâêîé àâòîìàòà, ïðåáûâàþùåãî â

ñîñòîÿíèè s , ñèìâîëà x àâòîìàò ñäâèãàåò ýòó ãîëîâêó íà îäíó

ïîçèöèþ âïðàâî è ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå s ′ . Àâòîìàò ïðåêðà-
ùàåò âû÷èñëåíèå ïðè äîñòèæåíèè ôèíàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ.



Íåðàçðåøèìîñòü ïðîáëåì àíàëèçà

Èçâåñòíî, ÷òî ïðîáëåìà ïóñòîòû äëÿ ìíîãîëåíòî÷íûõ

àâòîìàòîâ àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà.

Íåðàçðåøèìîñòü ýòîé ïðîáëåìû ìîæíî äîêàçàòü ïîñòðîåíèåì

ïðîöåäóðû, òðàíñëèðóþùåé êàæäóþ ìàøèíó Òüþðèíãà M â

äâóõãîëîâî÷íûé àâòîìàò DM , êîòîðûé äîñòèãàåò ôèíàëüíîãî

ñîñòîÿíèÿ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè âõîäíîå ñëîâî

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

êîíôèãóðàöèé ìàøèíû Òüþðèíãà M , îáðàçóþùóþ

çàâåðøàþùååñÿ âû÷èñëåíèå ýòîé ìàøèíû íà ïóñòîé ëåíòå.

Ïîñêîëüêó ïðîáëåìà îñòàíîâà ìàøèí Òüþðèíãà íà ïóñòîé

ëåíòå íåðàçðåøèìà, òàêæå íåðàçðåøèìà è ïðîáëåìà ïóñòîòû

äëÿ äâóõãîëîâî÷íûõ àâòîìàòîâ.

À òåïåðü ïîêàæåì, êàê ïðîáëåìà ïóñòîòû äëÿ äâóõãîëîâî÷íûõ

àâòîìàòîâ ñâîäèìà ê àíàëîãè÷íîé ïðîáëåìå äëÿ ñòàíäàðòíûõ

ñõåì ïðîãðàìì, ðàáîòàþùèõ â ýðáðàíîâñêèõ èíòåðïðåòàöèÿõ.



Íåðàçðåøèìîñòü ïðîáëåì àíàëèçà

Òåîðåìà 3.

Äëÿ ëþáîãî áèíàðíîãî äâóõãîëîâî÷íîãî êîíå÷íîãî àâòîìàòà

D = (S1, S2, s0,F ,T ) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñõåìà ïðîãðàìì πD ,

êîòîðàÿ èìååò õîòÿ áû îäíî êîíå÷íîå çàâåðøàþùååñÿ

âû÷èñëåíèå â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà àâòîìàò D
äîïóñêàåò õîòÿ áû îäíî âõîäíîå ñëîâî.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Áóäåì ñòðîèòü ñõåìû â ñèãíàòóðå Const=∅ , Func={f (1)} ,
Pred = {P(1)} ; â íèõ áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî äâå

ïåðåìåííûå x1, x2 , ñîîòâòåòñòâóþùèå äâóì ãîëîâêàì àâòîìàòà.

Äëÿ êàæäîãî i , i ≥ 0, òåðì f (. . . f︸ ︷︷ ︸
i ðàç

(x) . . . ) óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü

çàïèñüþ t i (x) .

Òðàíñëÿöèÿ äâóõãîëîâî÷íîãî êîíå÷íîãî àâòîìàòà D â ñõåìó

ïðîãðàìì πD ïðîâîäèòñÿ ïî ñëåäóþùèì òðåì ïðàâèëàì



Íåðàçðåøèìîñòü ïðîáëåì àíàëèçà

Àâòîìàò D

Ñõåìà ïðîãðàìì πD

s

s ∈ Sj
j ∈ {1, 2}� - s ′

0

� - s ′′1

-
�� ��P(xj)
vs

� -
0, {xj/f(xj)} vs′

� -

1, {xj/f(xj)}
vs′′

s0

s0 � íà÷àëüíîå

ñîñòîÿíèå

�� ��start -{x1/f (x1),
x2/f (x1)}

vs0

s-

s � ôèíàëüíîå

ñîñòîÿíèå

-
�� ��stop

vs



Íåðàçðåøèìîñòü ïðîáëåì àíàëèçà

Âçàèìîñâÿçü ìåæäó âû÷èñëåíèÿìè äâóõãîëîâî÷íîãî àâòîìàòà

D è ñõåìû ïðîãðàìì πD îñíîâûâàåòñÿ íà ñîîòâåòñòâèè ìåæäó

âõîäíûìè ñëîâàìè àâòîìàòà è ýðáðàíîâñêèìè

èíòåðïðåòàöèÿìè, íà êîòîðûõ ïðîâîäÿòñÿ âû÷èñëåíèÿ ñõêìû:

1) êàæäîìó äâîè÷íîìó âõîäíîìó ñëîâó w = δ1δ2, . . . , δn
ñîîòâåòñòâóåò ýðáðàíîâñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ Iw , â êîòîðîé

îöåíêà ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà P îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâàìè

P[t i (xi )] = δi äëÿ êàæäîãî i , 1 ≤ i ≤ n .

2) êàæäîé ýðáðàíîâñêîé èíòåðïðåòàöèè I è íàòóðàëüíîìó ÷èñëó

n ñîîòâåòñòâóåò ñëîâî wI ,n = δ1δ2, . . . , δn , â êîòîðîì êàæäûé

äâîè÷íûé ñèìâîë δi , 1 ≤ i ≤ n, îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

δi = P[t i (xi )] .



Íåðàçðåøèìîñòü ïðîáëåì àíàëèçà

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òîò ñïîñîá òðàíñëÿöèè

ìíîãîãîëîâî÷íûõ àâòîìàòîâ â ñõåìû ïðîãðàìì, êîòîðûé áûë

îïèñàí ðàíåå, èíäóêöèåé ïî n ëåãêî ïîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü

ñëåäóþùèõ äâóõ óòâåðæäåíèé:

1) Äâóõãîëîâî÷íîãî àâòîìàòà D ïðè âû÷èñëåíèè íà ñëîâå

w = δ1δ2, . . . , δn äîñòèãàåò ñîñòîÿíèÿ s è ïðè ýòîì åãî

ñ÷èòûâàþùèå ãîëîâêè îáîçðåâàþò áóêâû ñëîâà w â ïîçèöèÿõ

k1 è k2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âû÷èñëåíèå comp(πD, Iw , ε)
ñõåìû ïðîãðàìì πD ñîäåðæèò ïàðó (vs , {x1/tk1(x1), x1/tk2(x1)}).

2) Ñõåìà ïðîãðàìì πD â ýðáðàíîâñêîé èíòåðïðåòàöèè I èìååò
âû÷èñëåíèå comp(πD,I ,ε) , ñîäåðæàùåå ïàðó (vs ,{x1/t1,x2/t2})
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà t1 = tk1(x1), t2 = tk2(x1) äëÿ
íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ k1, k2 , è ïðè ýòîì äâóõãîëîâî÷íûé

àâòîìàò D ïðè âû÷èñëåíèè íà ñëîâå wI äîñòèãàåò ñîñòîÿíèÿ s ,
â êîòîðîì åãî ñ÷èòûâàþùèå ãîëîâêè îáîçðåâàþò áóêâû ñëîâà

w â ïîçèöèÿõ k1 è k2 .



Íåðàçðåøèìîñòü ïðîáëåì àíàëèçà

Èç ïðèâåäåííûõ óòâåðæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî äâóõãîëîâî÷íûé

àâòîìàò D äîïóñêàåò íåêîòîðîå áèíàðíîå ñëîâî òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ñõåìà ïðîãðàìì πD çàâåðøàåò âû÷èñëåíèå â

íåêîòîðîé ýðáðàíîâñêîé èíòåðïðåòàöèè.

Ó÷èòûâàÿ òåîðåìó îá ýðáðàíîâñêèõ èíòåðïðåòàöèÿõ, ïðèõîäèì

ê âûâîäó î òîì, ÷òî ïðîáëåìà ïóñòîòû äëÿ äâóõãîëîâî÷íûõ

êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ ñâîäèòñÿ ê ïðîáëåìå ïóñòîòû äëÿ

ñòàíäàðòíûõ ñõåì ïðîãðàìì. �

Ñëåäñòâèå 1.

Ïðîáëåìà îñòàíîâà äëÿ ñòàíäàðòíûõ ñõåì ïðîãðàìì

àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà.

Ñëåäñòâèå 2.

Ïðîáëåìû òîòàëüíîñòè è ôóíêöèîíàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ

ñòàíäàðòíûõ ñõåì ïðîãðàìì àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìû.



Ëîãèêî-òåðìàëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü
ñòàíäàðòíûõ ñõåì ïðîãðàìì

Ôóíêöèîíàëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ñòàíäàðòíûõ ñõåì ïðîãðàìì,

òðåáóþùàÿ îò ýêâèâàëåíòíûõ ñõåì ïðîãðàìì âû÷èñëÿòü

îäèíàêîâûé ðåçóëüòàò â êàæäîé èíòåðïðåòàöèè, îêàçàëàñü

àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìîé.

Ðàçðåøèìîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü,

óñèëèâ òðåáîâàíèÿ, ïðåäúÿâëÿåìûå ê ýêâèâàëåíòíûì

ïðîãðàììàì. Íàïðèìåð, ïîæåëàòü, ÷òîáû ýêâèâàëåíòíûå

ïðîãðàììû â êàæäîé èíòåðïðåòàöèè âûïîëíÿëè îäèíàêîâûå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàòîðîâ èëè ïðîâåðÿëè îäíó è òó æå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëîãè÷åcêèõ óñëîâèé.

Îäíàêî â 1973 ã. áûë óñòàíîâëåí ðåçóëüòàò, êîòîðûé

çíà÷èòåëüíî óñóãóáèë íåãàòèâíûé ýôôåêò àëãîðèòìè÷åñêîé

íåðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû ôóíêöèîíàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè.



Ëîãèêî-òåðìàëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü
ñòàíäàðòíûõ ñõåì ïðîãðàìì

Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ≈ íà ìíîæåñòâå ñòàíäàðòíûõ ñõåì

ïðîãðàìì íàçûâàåòñÿ

I èíòåðïðåòàöèîííûì , åñëè π1 6≈ π2 îáÿçàòåëüíî
ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé èíòåðïðåòàöèè I è
íà÷àëüíîé îöåíêè ïåðåìåííûõ ξ0 ëèáî
val(π1, I , ξ0) 6= val(π2, I , ξ0) , ëèáî âû÷èñëåíèå îäíîé èç

ñõåì áåñêîíå÷íî, à äðóãîé êîíå÷íî;

I íåâûðîæäåííûì , åñëè èç π1 ≈ π2 îáÿçàòåëüíî ñëåäóåò,
÷òî â ëþáîé ýðáðàíîâñêîé èíòåðïðåòàöèè H òåðìû íàáîðà

val(π1,H, ξ0) ñîñòîÿò èç òåõ æå ñàìûõ ñèìâîëîâ, ÷òî è
òåðìû íàáîðà val(π2,H, ξ0) .

Òåîðåìà [Â.Ý. Èòêèí, Ç. Çâèíîãðîäñêèé]

Ëþáîå îòíîøåíèå èíòåðïðåòàöèîííîé íåâûðîæäåííîé

ýêâèâàëåíòíîñòè ñòàíäàðòíûõ ñõåì ïðîãðàìì àëãîðèòìè÷åñêè

íåðàçðåøèìî.



Ëîãèêî-òåðìàëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü
ñòàíäàðòíûõ ñõåì ïðîãðàìì

Ýôôåêò ýòîé òåîðåìû ïîõîæ íà äåéñòâèå òåîðåìû Ðàéñà:

íèêàêàÿ ¾ðàçóìíàÿ¿ ýêâèâàëåíòíîñòü ñõåì ïðîãðàìì,

îïðåäåëÿåìàÿ íà îñíîâàíèè èíòåðïðåòàöèé, íåðàçðåøèìà.

Ïîýòîìó äëÿ ýôôåêòèâíîé ïðîâåðêè ôóíêöèîíàëüíîé

ýêâèâàëåíòíîñòè ïðîãðàìì íóæíî ïðèäóìàòü òàêîå îòíîøåíèå

ýêâèâàëåíòíîñòè ≈ ñõåì ïðîãðàìì, êîòîðîå

1. àïïðîêñèìèðóåò ôóíêöèîíàëüíóþ ýêâèâàëåíòíîñòü, ò.å.

óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ π1 ≈ π2 ⇒ π1 ∼ π2 äëÿ
ëþáûõ ñõåì ïðîãðàìì π1, π2 ;

2. îïðåäåëÿåòñÿ áåç ïðèâëå÷åíèÿ ïîíÿòèÿ ¾èíòåðïðåòàöèÿ¿.

Íàèáîëåå èíòåðåñíîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè òàêîãî ðîäà

� ëîãèêî-òåðìàëüíóþ ýêâèâàëåíòíîñòü ñõåì ïðîãðàìì �

ïðåäëîæèë â 1972 ã. Âëàäèìèð Ýììàíóèëîâè÷ Èòêèí

(Íîâîñèáèðñê).



Ëîãèêî-òåðìàëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü
ñòàíäàðòíûõ ñõåì ïðîãðàìì

Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíóþ ñõåìó ïðîãðàìì, ïðåäñòàâëåííóþ â

âèäå ðàçìå÷åííîé ñèñòåìû ïåðåõîäîâ LTS(π) , â êîòîðîé

I ìíîæåñòâî âåðøèí V âêëþ÷àåò íà÷àëüíóþ âåðøèíó v0 ,
ìíîæåñòâî ôèíàëüíûõ âåðøèí Vout , è ìíîæåñòâî

âíóòðåííèõ âåðøèí V ′ : V = {v0} ∪ Vout ∪ V ′ ;
I íà÷àëüíîé âåðøèíå v0 ïðèïèñàí îïåðàòîð B(v0) =ñòàðò ;

I êàæäîé ôèíàëüíîé âåðøèíå u, u ∈ Vout , ïðèïèñàí

îïåðàòîð âûõîäà B(u) = ñòîï(xi1 , . . . , xik ) ;
I êàæäîé âíóòðåííåé âåðøèíå v , v ∈ V ′ , ïðèïèñàíà
àòîìàðíàÿ ôîðìóëà B(v) = P(t1, . . . , tm) ;

I èç íà÷àëüíîé âåðøèíû v0 èñõîäèò åäèíñòâåííàÿ äóãà

v0
θ0−→ v , ïîìå÷åííàÿ ïîäñòàíîâêîé θ0 ∈ Subst ;

I èç êàæäîé âíóòðåííåé âåðøèíû v èñõîäÿò äâå äóãè

v
0,θ′−→ v ′ è v

1,θ′′−→ v ′′ , ïîìå÷åííûå áèòàìè 0 , 1 , à òàêæå

ïîäñòàíîâêàìè θ′, θ′′ ∈ Subst .



Ëîãèêî-òåðìàëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü
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Ñõåìà π

âõîä

?

ε

v0

�� ��P(x)

?

0 ε
�*1, {y/f (x)}

v1

ñòîï(x , x)

v3

�� ��P(f (x))

?

0 ε

�� 1, {x/f (y)} v2

ñòîï(y , y)

v4

Ñèñòåìà ïåðåõîäîâ π



Ëîãèêî-òåðìàëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé ïóòü â ñèñòåìå ïåðåõîäîâ LTS(π) ,
âåäóùèé èç íà÷àëüíîé âåðøèíû v0 â íåêîòîðóþ ôèíàëüíóþ

âåðøèíó: α = v0
θ0−→ v1

δ1,θ1−→ v2
δ2,θ2−→ · · ·

δn,θn−→ vn+1

Ëîãèêî-òåðìàëüíîé èñòîðèåé ïóòè α áóäåì íàçûâàòü

÷åðåäóþùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

lth(α) = B(v1)θ0, δ1,B(v2)θ1θ0, δ2, . . . , δn,B(vn+1)θn · · · θ2θ1θ0

ñîñòîÿùóþ èç

I ïðèìåðîâ B(vi )θi−1 · · · θ1θ0 òåõ àòîìîâ, êîòîðûå ïðèïèñàíû
âåðøèíàì ïóòè vi , 1 ≤ i ≤ n + 1 , è ñïåöèàëèçèðîâàíû

êîìïîçèöèåé ïîäñòàíîâîê θi−1 · · · θ1θ0 , ïîìå÷àþùèõ äóãè
ïóòè α ,

I áèòîâ (áóëåâûõ çíà÷åíèé) δi , êîòîðûå òàêæå ïîìå÷àþò
äóãè ïóòè α .



Ëîãèêî-òåðìàëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü

âõîä

?

θ0 = ε

v0

�� ��P(x)

?

0 θ3 = ε
�*1,θ1={y/f (x)}

v1

ñòîï(x , x)

v3

�� ��P(f (x))

?

0 θ4 = ε

��
1,θ2 = {x/f (y)}

v2

ñòîï(y , y)

v4

Ñèñòåìà ïåðåõîäîâ π

α = v0
θ0−→ v1

1,θ1−→ v2
1,θ2−→ v1

1,θ1−→ v2
0,θ4−→ v4

lth(α) = P(x), 1,

P(f (x)), 1,

P(f (f (x))), 1,

P(f (f (f (x)))), 0,

ñòîï(f (f (f (x))), f (f (f (x))))



Ëîãèêî-òåðìàëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü

Ôàêòè÷åñêè, ë-ò èñòîðèÿ ïóòè α â ñõåìå π ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

îïèñàíèå óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ýòîò ïóòü ìîæåò áûòü

ðåàëèçîâàí â íåêîòîðîé èíòåðïðåòàöèè, à òàêæå îïèñàíèå

ðåçóëüòàòà âû÷èñëåíèÿ ñõåìû π â ýòîé èíòåðïðåòàöèè.

Óòâåðæäåíèå 1.

Ïóòü α â ñõåìå LTS(π) , èìåþùèé ëîãèêî-òåðìàëüíóþ èñòîðèþ

lth(α) = B1, δ1,B2, δ2, . . . ,Bi , δi , . . . ,Bn, δn, ñòîï(t1, . . . , tk),

ðåàëèçóåì â èíòåðïðåòàöèè I ïðè íà÷àëüíîé îöåíêå ïåðåìåí-

íûõ ξ0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî i , 1 ≤ i ≤ n ,

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Bi [ξ0]I = δi . Ïðè ýòîì ðåçóëüòàòîì

âû÷èñëåíèÿ comp(π, I , ξ0) áóäåò íàáîð (t1[ξ0]I , . . . , tk [ξ0]I ) .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ âû÷èñëåíèÿ ñõåìû è

ë-ò èñòîðèè.



Ëîãèêî-òåðìàëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü
Çàìåòèì, ÷òî íå âñå ïóòè, èìåþùèå ëîãèêî-òåðìàëüíûå

èñòîðèè, ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû.

-ε
ñòàðò

�� �� -0, ε
P(x)

�
��-
1, ε �� �� -1, ε

P(x)

�
��-
0, ε

ñòîï(x)

Íàïðèìåð, â ýòîé ñõåìå íè îäèí ïóòü èç íà÷àëüíîé âåðøèíû â

ôèíàëüíóþ íå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí íè â îäíîé

èíòåðïðåòàöèè, ò.ê. ëîãèêî-òåðìàëüíûå èñòîðèè ýòèõ ïóòåé

ïðåäúÿâëÿþò ê èíòåðïðåòàöèÿì íåñîâìåñòíûå òðåáîâàíèÿ:{
P(x)[ξ]I = 1

P(x)[ξ]I = 0

Îäíàêî ýòà ñõåìà èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ë-ò èñòîðèé âèäà

P(x), 1, . . . ,P(x), 1,P(x), 0,P(x), 0, . . . ,P(x), 0,P(x), 1, ñòîï(x)



Ëîãèêî-òåðìàëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü

Ëîãèêî-òåðìàëüíîé õàðàêòåðèñòèêîé (äåòåðìèíàíòîì )

ñòàíäàðòíîé ñõåìû π íàçîâåì ìíîæåñòâî âñåõ åå

ëîãèêî-òåðìàëüíûõ èñòîðèé

Det(π) = {lth(α) : α � òåðìèíàëüíûé ïóòü

â ñèñòåìå ïåðåõîäîâ äëÿ ñõåìû π}

Ñòàíäàðòíûå ñõåìû ïðîãðàìì π1 è π2 íàçîâåì
ëîãèêî-òåðìàëüíî ýêâèâàëåíòíûìè (ë-ò ýêâèâàëåíòíûìè),

îáîçíà÷àÿ ýòî îòíîøåíèå çàïèñüþ π1
lt∼ π2 , åñëè âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî Det(π1) = Det(π2) .

Èç óòâåðæäåíèÿ 1 è îïðåäåëåíèÿ ë-ò ýêâèâàëåíòíîñòè ñëåäóåò

Òåîðåìà 1.

Äëÿ ëþáûõ ñõåì ïðîãðàìì π1 è π2 âåðíî ñîîòíîøåíèå

π1
lt∼ π2 ⇒ π1 ∼ π2.



Ëîãèêî-òåðìàëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü
Ñõåìû π1 è π2 ë-ò ýêâèâàëåíòíû (ýòî åùå íàäî äîêàçàòü! ).

Ïîýòîìó îíè òàêæå ôóíêöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíû.
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Ëîãèêî-òåðìàëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü

Ñõåìû π̂1 è π̂2 íå ÿâëÿþòñÿ ë-ò ýêâèâàëåíòíûìè, ò.ê.

Det(π̂1) = ∅ , Det(π̂2) 6= ∅ .

Îäíàêî ýòè ñõåìû ôóíêöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíû.
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Ëîãèêî-òåðìàëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü

Èòàê, ìû âûÿñíèëè, ÷òî

1. Ëîãèêî-òåðìàëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ñõåì

ïðîãðàìì àïïðîêñèìèðóåò ôóíêöèîíàëüíóþ

ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïîýòîìó óñïåøíàÿ ïðîâåðêà

ëîãèêî-òåðìàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ïîçâîëÿåò

äîêàçàòü ôóíêöèîíàëüíóþ ýêâèâàëåíòíîñòü ñõåì

ïðîãðàìì.

2. Ëîãèêî-òåðìàëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ñõåì

ïðîãðàìì ÿâëÿåòñÿ íå-èíòåðïðåòàöèîííîé

ýêâèâàëåíòíîñòüþ, è ïîýòîìó íå ïîäïàäàåò

ïîä äåéñòâèå òåîðåìû Èòêèíà-Çâèíîãðîäñêîãî î

íåðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû èíòåðïðåòàöèîííîé

ýêâèâàëåíòíîñòè ñòàíäàðòíûõ ñõåì ïðîãðàìì.



Ëîãèêî-òåðìàëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü

Ïî ñóòè äåëà, äåòåðìèíàíò ñõåìû ïðîãðàììû Det(π) � ýòî

ïðîñòî ãëîáàëüíàÿ ñèíòàêñè÷åñêàÿ õàðàêòåðèñòèêà ñõåìû π
(íàïîäîáèå åå ðàçìåðà, êëàññà èçîìîðôèçìà è äð.).

Ýòà õàðàêòåðèñòèêà ïðèíèìàåò âî âíèìàíèå òîëüêî òå

îñîáåííîñòè ñèíòàêñè÷åñêîãî óñòðîéñòâà ñõåìû, êîòîðûå

îêàçûâàþò âëèÿíèå íà ðåàëèçóåìîñòü ïóòåé è ðåçóëüòàò

ðåàëèçóþùåãî âû÷èñëåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîáëåìà ïðîâåðêè ë-ò ýêâèâàëåíòíîñòè ñõåì

ïðîãðàìì � ýòî çàäà÷à ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëèçà ïðîãðàìì.

À, êàê íàì èçâåñòíî, ìíîãèå çàäà÷è ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëèçà

ïðîãðàìì èìåþò óñïåøíîå è ýôôåêòèâíîå ðåøåíèå.

Ïîïðîáóåì ïîñòðîèòü àëãîðèòì ïðîâåðêè ë-ò ýêâèâàëåíòíîñòè

ñòàíäàðòíûõ ñõåì ïðîãðàìì.



Ãðàô ñîâìåñòíûõ âû÷èñëåíèé ñõåì
ïðîãðàìì

À êàê ðåøàþò ïîäîáíóþ çàäà÷ó â äðóãèõ ìîäåëÿõ âû÷èñëåíèé?

Ñ ÷åãî ðàçóìíî íà÷àòü?

Äëÿ ïðîâåðêè ýêâèâàëåíòíîñòè êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ A1 è A2

ìîæíî ïîñòðîèòü èõ äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå A1 ×A2 � ïóòè â

ñèñòåìå ïåðåõîäîâ A1 ×A2 ïðåäñòàâëÿþò ñîâìåñòíûå âû÷èñëå-

íèÿ àâòîìàòîâ A1 è A2 íà îäíèõ è òåõ æå âõîäíûõ ñëîâàõ.

Ðàçëè÷èå â ïîâåäåíèè íåýêâèâàëåíòíûõ àâòîìàòîâ ïðîÿâëÿåòñÿ

â òîì, ÷òî îíè ïî-ðàçíîìó ðåàãèðóþò íà íåêîòîðîå âõîäíîå

ñëîâî, è ýòî áóäåò çàìåòíî â îäíîì èç ñîâìåñòíûõ âû÷èñëåíèé

ýòèõ àâòîìàòîâ. Çíà÷èò, íåýêâèâàëåíòíîñòü àâòîìàòîâ A1 è A2

ìîæåò áûòü îáíàðóæåíà â ñèñòåìå ïåðåõîäîâ A1 ×A2 .

Ïîïðîáóåì ââåñòè ïîäõîäÿùèì îáðàçîì ãðàô, ïðåäñòàâëÿþùèé

ñîâìåñòíûå âû÷èñëåíèÿ ñòàíäàðòíûõ ñõåì ïðîãðàìì, è

èñïîëüçîâàòü åãî äëÿ îáíàðóæåíèÿ ðàçëè÷èé â èõ

ëîãèêî-òåðìàëüíûõ õàðàêòåðèñòèêàõ.



Ãðàô ñîâìåñòíûõ âû÷èñëåíèé ñõåì
ïðîãðàìì

Ïóòè â ñèñòåìàõ ïåðåõîäîâ LTS(π1) è LTS(π2)

tr1 = v ′0
θ′0−→ v ′1

δ′1,θ
′
1−→ v ′2

δ′2,θ
′
2−→ · · · δ

′
n,θ

′
n−→ v ′n+1

tr2 = v ′′0
θ′′0−→ v ′′1

δ′′1 ,θ
′′
1−→ v ′′2

δ′′2 ,θ
′′
2−→ · · · δ

′′
n ,θ

′′
n−→ v ′n+1

áóäåì íàçûâàòü ñîâìåñòíûìè , åñëè äëÿ êàæäîãî i , 1 ≤ i ≤ n,
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî δ′i = δ′′i .

×òîáû ïðîâåðèòü ë-ò ýêâèâàëåíòíîñòü ñõåì ïðîãðàìì π1 è π2 ,
íóæíî ñðàâíèòü ë-ò èñòîðèè âñåõ ïàð ñîâìåñòíûõ ïóòåé â

ñèñòåìàõ ïåðåõîäîâ äëÿ ýòèõ ñõåì. Ïîýòîìó âñå ïàðû

ñîâìåñòíûõ ïóòåé öåëåñîîáðàçíî ñîáðàòü â îäíîé êîíå÷íîé

ñòðóêòóðå � ãðàôå ñîâìåñòíûõ âû÷èñëåíèé.



Ãðàô ñîâìåñòíûõ âû÷èñëåíèé
×òîáû ïîñòðîèòü ãðàô ñîâìåñòíûõ âû÷èñëåíèé äëÿ ñõåì

ïðîãðàìì LTS(π1) è LTS(π2) íóæíî âíà÷àëå ñäåëàòü ýòè ñõåìû

íåçàâèñèìûìè äðóã îò äðóãà ïî ïàìÿòè.

Ïðåäâàðèòåëüíàÿ ïîäãîòîâêà ñõåì ïðîãðàìì

Ïóñòü èìååòñÿ ïàðà ñõåì ïðîãðàìì íàä ìíîæåñòâîì

ïåðåìåííûõ X = {x1, . . . , xn} , è ýòè ñõåìû ïðåäñòàâëåíû

ðàçìå÷åííûìè ñèñòåìàìè ïåðåõîäîâ LTS(π1) è LTS(π2) .

Ïåðåèìåíóåì âñå âõîæäåíèÿ ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn â ïåðâîé
ñõåìå ïðîãðàìì π1 â x ′1, . . . , x

′
n , à âñå âõîæäåíèÿ ýòèõ æå

ïåðåìåííûõ âî âòîðîé ñõåìå ïðîãðàìì π2 â x ′′1 , . . . , x
′′
n .

Ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííûõ ïåðåèìåíîâàíèé

ñèñòåìû ïåðåõîäîâ îáîçíà÷èì LTS(π′) è LTS(π′′) .

×òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü ñðàâíèâàòü ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé

ñõåì ïðîãðàìì, áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîäñòàíîâêó

η0 = {x ′1/x1, . . . , x ′n/xn, x ′′1 /x1, . . . , x ′′n /xn} ,
îáðàòíóþ ïî îòíîøåíèþ ê ïðîâåäåííûì ïåðåèìåíîâàíèÿì.



Ãðàô ñîâìåñòíûõ âû÷èñëåíèé

âõîä

?

y := x

?�� ��P(x)

?

0
@
@@R

1
x := f (x)

6

y := f (y)
�

��	

ñòîï(x , y)

Ñõåìà π1

âõîä

?�� ��P(x)

?

0
@
@@R

1
y := f (x) �

���

x := f (y)
�
��	

ñòîï(x , x)

�� ��P(f (x))

?

0

@
@@I

1

ñòîï(y , y)

Ñõåìà π2



Ãðàô ñîâìåñòíûõ âû÷èñëåíèé

âõîä

?

v0

{y/x}

�� ��P(x)

?

0 ε� ����

1

{x/f (x), y/f (y)}

v1

ñòîï(x , y)v2

Ñèñòåìà ïåðåõîäîâ LTS(π1)

âõîä

?

ε

v0

�� ��P(x)

?

0 ε
�*1 {y/f (x)}

v1

ñòîï(x , x)v3

�� ��P(f (x))

?

0 ε

��

1{x/f (y)}

v2

ñòîï(y , y)v4

Ñèñòåìà ïåðåõîäîâ LTS(π2)



Ãðàô ñîâìåñòíûõ âû÷èñëåíèé

η0 = {x ′/x , y ′/y , x ′′/x , y ′′/y}

âõîä

?

v ′0

{y ′/x ′}

�� ��P(x ′)

?

0 ε� ����

1

{x ′/f (x ′), y ′/f (y ′)}

v ′1

ñòîï(x ′, y ′ )v ′2

Ñèñòåìà ïåðåõîäîâ LTS(π′)

âõîä

?

ε

v ′′0

�� ��P(x ′′)

?

0 ε
�*1 {y ′′/f (x ′′)}

v ′′1

ñòîï(x ′′, x ′′ )v ′′3

�� ��P(f (x ′′))

?

0 ε

��

1 {x ′′/f (y ′′)}

v ′′2

ñòîï(y ′′, y ′′ )v ′′4

Ñèñòåìà ïåðåõîäîâ LTS(π′′)



Ãðàô ñîâìåñòíûõ âû÷èñëåíèé

Ãðàô ñîâìåñòíûõ âû÷èñëåíèé Γ[π1, π2] ñõåì ïðîãðàìì,

ïðåäñòàâëåííûõ ðàçìå÷åííûìè ñèñòåìàìè ïåðåõîäîâ LTS(π′) è
LTS(π′′) ñ ïåðåèìåíîâàííûìè ïåðåìåííûìè, � ýòî íàèìåíüøèé

ðàçìå÷åííûé ãðàô, óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. ãðàô Γ[π′, π′′] ñîäåðæèò âåðøèíó u0 = (v ′0, v
′′
0 ) , ãäå v ′0, v

′′
0

� íà÷àëüíûå âåðøèíû ñõåì π′ è π′′ ;

2. åñëè â ñõåìàõ π′ è π′′ èç âåðøèí v ′0 è v ′′0 èñõîäÿò äóãè

v ′0
θ′0−→ v ′1 è v ′′0

θ′′0−→ v ′′1 , òî â ãðàôå Γ[π1, π2] èç âåðøèíû
u0 = (v ′0, v

′′
0 ) â âåðøèíó u1 = (v ′0, v

′′
0 ) èñõîäèò äóãà,

ïîìå÷åííàÿ ïîäñòàíîâêîé θ′0 ∪ θ′′0 ;

3. åñëè ãðàô Γ[π1, π2] ñîäåðæèò âåðøèíó ui = (v ′i , v
′′
i ) , è â

ñõåìàõ π′ è π′′ èç âåðøèí v ′i è v ′′i èñõîäÿò äóãè v ′i
δ,θ′i−→ v ′j è

v ′′i
δ,θ′′i−→ v ′′j äëÿ íåêîòîðîãî δ, δ ∈ {0, 1} , òî â ãðàôå Γ[π1, π2]

èç âåðøèíû ui = (v ′i , v
′′
i ) â âåðøèíó uj = (v ′j , v

′′
j ) èñõîäèò

äóãà, ïîìå÷åííàÿ áèòîì δ è ïîäñòàíîâêîé θ′i ∪ θ′′i .



Ãðàô ñîâìåñòíûõ âû÷èñëåíèé

âõîäv ′0

?

{y ′/x ′}

�� ��P(x ′)v ′1

?

0 ε� ����

1

{x ′/f (x ′), y ′/f (y ′)}

ñòîï(x ′, y ′)v ′2

Ñèñòåìà ïåðåõîäîâ LTS(π′)

âõîäv ′′0

?

ε�� ��P(x ′′)v ′′1

?

0 ε
�*1 {y ′′/f (x ′′)}

ñòîï(x ′′, x ′′)v ′′3

�� ��P(f (x ′′)) v ′′2

?

0 ε

��

1 {x ′′/f (y ′′)}

ñòîï(y ′′, y ′′)v ′′4

Ñèñòåìà ïåðåõîäîâ LTS(π′′)



Ãðàô ñîâìåñòíûõ âû÷èñëåíèé

âõîä

âõîä

?

{y ′/x ′}

(v ′0, v
′′
0 )

�
�
�
�P(x ′)

P(x ′′)

(v ′1, v
′′
1 )

?

0 ε

ñòîï(x ′, y ′)
ñòîï(x ′′, x ′′)

(v ′2, v
′′
3 )

� �61, {x ′/f (x ′), y ′/f (y ′), y ′′/f (x ′′)}

�
�
�
�P(x ′)

P(f (x ′′))

(v ′1, v
′′
2 )

?

0 ε

ñòîï(x ′, y ′)
ñòîï(y ′′, y ′′)

(v ′2, v
′′
3 )

� �
?1, {x

′/f (x ′), y ′/f (y ′), x ′′/f (y ′′)}

Ãðàô ñîâìåñòíûõ âû÷èñëåíèé Γ[π1, π2]



Ãðàô ñîâìåñòíûõ âû÷èñëåíèé

Âåðøèíó u0 = (v ′0, v
′′
0 ) , ñ êîòîðîé íà÷èíàåòñÿ ïîñòðîåíèå ãðàôà

Γ[π1, π2] , áóäåì íàçûâàòü êîðíåâîé âåðøèíîé ãðàôà.

Êàê âèäíî èç îïèñàíèÿ ïðàâèë ïîñòðîåíèÿ ãðàôà Γ[π1, π2] ,
êàæäûé êîðíåâîé ìàðøðóò â ãðàôå ñîâìåñòíûõ âû÷èñëåíèé

α = (v ′0, v
′′
0 )

θ0−→ (v ′1, v
′′
1 )

δ1,θ1−→ (v ′2, v
′′
2 )

δ2,θ2−→ · · · δn,θn−→ (v ′n+1, v
′′
n+1)

âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò ïàðå ñîâìåñòíûõ ïóòåé â

ñèñòåìàõ ïåðåõîäîâ LTS(π′) è LTS(π′′)

tr1 = v ′0
θ′0−→ v ′1

δ1,θ
′
1−→ v ′2

δ2,θ
′
2−→ · · · δn,θ

′
n−→ v ′n+1

tr2 = v ′′0
θ′′0−→ v ′′1

δ1,θ
′′
1−→ v ′′2

δ2,θ
′′
2−→ · · · δn,θ

′′
n−→ v ′n+1

äëÿ êîòðûõ θi = θ′i ∪ θ′′i äëÿ âñåõ i , 0 ≤ i ≤ n .

Êîìïîçèöèþ θn · · · θ1θ0η0 ïîäñòàíîâêè η0 , âîññòàíàâëèâàþùåé
èìåíà ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn â ñõåìàõ π1, π2 , è ïîäñòàíîâîê

θ0, θ1, · · · θn , ïðèïèñàííûõ äóãàì êîðåâîãî ìàðøðóòà α â ãðàôå

ñîâìåñòíûõ âû÷èñëåíèé, îáîçíà÷èì çàïèñüþ θ[α] .



Ãðàô ñîâìåñòíûõ âû÷èñëåíèé

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ñõåìàõ ïðîãðàìì π1, π2 âñå âåðøèíû
ñóùåñòâåííû, ò.å. êàæäàÿ èç íèõ ëåæèò íà íåêîòîðîì ïóòè èç

íà÷àëüíîé âåðøèíû â ôèíàëüíóþ.

Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2.

Ñõåìû ïðîãðàìì π1 è π2 ë-ò ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî êîðíåâîãî ìàðøðóòà

α = (v ′0, v
′′
0 )

θ0−→ (v ′1, v
′′
1 )

δ1,θ1−→ (v ′2, v
′′
2 )

δ2,θ2−→ · · · δn,θn−→ (v ′n+1, v
′′
n+1)

â ãðàôå ñîâìåñòíûõ âû÷èñëåíèé Γ[π1, π2] âåðíî ðàâåíñòâî

B ′(v ′n+1)θ(α) = B ′′(v ′′n+1)θ(α),

ãäå B ′(v ′n+1) è B ′′(v ′′n+1) � àòîìàðíûå ôîðìóëû, ïðèïèñàííûå

âåðøèíàì v ′n+1 è v ′′n+1 â ñõåìàõ π
′ è π′′ ñîîòâåòñòâåííî.



Ãðàô ñîâìåñòíûõ âû÷èñëåíèé

Äîêàçàòåëüñòâî.

Åñëè ñõåìû ïðîãðàìì π1 è π2 íå ñîäåðæàò íåñóùåñòâåííûõ

âåðøèí, òî π1
lt∼ π2

⇐⇒
â LTS(π′), LTS(π′′) äëÿ ëþáîé ïàðû ñîâìåñòíûõ ïóòåé

tr1 = v ′0
θ′0−→ v ′1

δ1,θ
′
1−→ v ′2

δ2,θ
′
2−→ · · · δn,θ

′
n−→ v ′n+1

tr2 = v ′′0
θ′′0−→ v ′′1

δ1,θ
′′
1−→ v ′′2

δ2,θ
′′
2−→ · · · δn,θ

′′
n−→ v ′n+1

âåðíî ðàâåíñòâî B ′(v ′n+1)θ′n · · · θ′1θ′0η0 = B ′(v ′′n+1)θ′′n · · · θ′′1θ′′0η0
⇐⇒

äëÿ ëþáîãî êîðíåâîãî ìàðøðóòà

α = (v ′0, v
′′
0 )

θ0−→ (v ′1, v
′′
1 )

δ1,θ1−→ (v ′2, v
′′
2 )

δ2,θ2−→ · · · δn,θn−→ (v ′n+1, v
′′
n+1)

â ãðàôå ñîâìåñòíûõ âû÷èñëåíèé Γ[π1, π2] âåðíî ðàâåíñòâî
B ′(v ′n+1)θ(α) = B ′′(v ′′n+1)θ(α) QED



Ãðàô ñîâìåñòíûõ âû÷èñëåíèé

Òåîðåìà 2 ñâîäèò ïðîâåðêó ë-ò ýêâèâàëåíòíîñòè ñõåì ïðîãðàìì

π1, π2 ê ïðîâåðêå ðàâåíñòâà àòîìàðíûõ ôîðìóë

B ′(v ′)θ(α) = B ′′(v ′′)θ(α)

äëÿ êàæäîé âåðøèíû u = (v ′, v ′′) è êàæäîãî êîðíåâîãî

ìàðøðóòà α , âåäóùåãî â ýòó âåðøèíó â ãðàôå ñîâìåñòíûõ

âû÷èñëåíèé Γ[π1, π2] .

Îäíàêî â ãðàôå Γ[π1, π2] ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íî ìíîãî
êîðíåâûõ ìàðøðóòîâ. Êàê ïðîâåðèòü ýòî ðàâåíñòâî äëÿ

áåñêîíå÷íî áîëüøîãî ÷èñëà ïîäñòàíîâîê θ(α) ?

À êàê ïðîâåðèòü, ÷òî âñå ñëîâà áåñêîíå÷íîãî ÿçûêà îáëàäàþò

íåêîòîðûì íóæíûì ñâîéñòâîì?

Ìîæíî ïîñòðîèòü îáùèé øàáëîí äëÿ âñåõ ñëîâ ýòîãî ÿçûêà

(íàïðèìåð, â ôîðìå ðåãóëÿðíîãî âûðàæåíèÿ), è çàòåì

ïîêàçàòü, ÷òî ýòîò øàáëîí óäîâëåòâîðÿåò òðåáóåìîìó ñâîéñòâó.

Ïîïðîáóåì ïðèìåíèòü ýòîò ïðèåì ê ïîäñòàíîâêàì.



Àíòèóíèôèêàöèÿ ïîäñòàíîâîê
Íà ìíîæåñòâå ïîäñòàíîâîê Subst îïðåäåëèì îòíîøåíèå

ñðàâíåíèÿ � :

θ1 � θ2 ⇔ ∃ ρ : θ2 = θ1ρ

Åñëè θ1 � θ2 , òî ïîäñòàíîâêà θ2 íàçûâàåòñÿ ïðèìåðîì ïîäñòà-

íîâêè θ1 , à ïîäñòàíîâêà θ1 � øàáëîíîì ïîäñòàíîâêè θ1 .

Íàïðèìåð, åñëè

θ1 = {x1/f (y1, y2), x2/g(y2)} ,
θ2 = {x1/f (c, g(z)), x2/g(g(z))} ,
òî θ1 � θ2 , ïîñêîëüêó θ2 = θ1{y1/c , y2/g(z)} .

θ1 : ux1/ f
�
�

�

@
@
@

ux2/ g
�

�
�uuy1 y2



Àíòèóíèôèêàöèÿ ïîäñòàíîâîê
Íà ìíîæåñòâå ïîäñòàíîâîê Subst îïðåäåëèì îòíîøåíèå

ñðàâíåíèÿ � :

θ1 � θ2 ⇔ ∃ ρ : θ2 = θ1ρ

Åñëè θ1 � θ2 , òî ïîäñòàíîâêà θ2 íàçûâàåòñÿ ïðèìåðîì ïîäñòà-

íîâêè θ1 , à ïîäñòàíîâêà θ1 � øàáëîíîì ïîäñòàíîâêè θ1 .

Íàïðèìåð, åñëè

θ1 = {x1/f (y1, y2), x2/g(y2)} ,
θ2 = {x1/f (c, g(z)), x2/g(g(z))} ,
òî θ1 � θ2 , ïîñêîëüêó θ2 = θ1{y1/c , y2/g(z)} .

θ2 : ux1/ f
�
�

�

@
@
@

ux2/ g
�

�
�uu u g
u z

u c



Àíòèóíèôèêàöèÿ ïîäñòàíîâîê
Íà ìíîæåñòâå ïîäñòàíîâîê Subst îïðåäåëèì îòíîøåíèå

ñðàâíåíèÿ � :

θ1 � θ2 ⇔ ∃ ρ : θ2 = θ1ρ

Åñëè θ1 � θ2 , òî ïîäñòàíîâêà θ2 íàçûâàåòñÿ ïðèìåðîì ïîäñòà-

íîâêè θ1 , à ïîäñòàíîâêà θ1 � øàáëîíîì ïîäñòàíîâêè θ1 .

Íàïðèìåð, åñëè

θ1 = {x1/f (y1, y2), x2/g(y2)} ,
θ2 = {x1/f (c, g(z)), x2/g(g(z))} ,
òî θ1 � θ2 , ïîñêîëüêó θ2 = θ1{y1/c , y2/g(z)} .

ρ : u g
u z

u cy1/ y2/



Àíòèóíèôèêàöèÿ ïîäñòàíîâîê
Íà ìíîæåñòâå ïîäñòàíîâîê Subst îïðåäåëèì îòíîøåíèå

ñðàâíåíèÿ � :

θ1 � θ2 ⇔ ∃ ρ : θ2 = θ1ρ

Åñëè θ1 � θ2 , òî ïîäñòàíîâêà θ2 íàçûâàåòñÿ ïðèìåðîì ïîäñòà-

íîâêè θ1 , à ïîäñòàíîâêà θ1 � øàáëîíîì ïîäñòàíîâêè θ1 .

Íàïðèìåð, åñëè

θ1 = {x1/f (y1, y2), x2/g(y2)} ,
θ2 = {x1/f (c, g(z)), x2/g(g(z))} ,
òî θ1 � θ2 , ïîñêîëüêó θ2 = θ1{y1/c , y2/g(z)} .ux1/ f

�
�

�

@
@
@

ux2/ g
�

�
�uu u g
u z

u cy1/ y2/

θ2 � ïðèìåð θ1

θ1 � øàáëîí θ2



Àíòèóíèôèêàöèÿ ïîäñòàíîâîê

Íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì â ìíîæåñòâå ïîäñòàíîâîê Subst ïî
îòíîøåíèþ ñðàâíåíèÿ � ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííàÿ ïîäñòàíîâêà

ε = {x1/x1, x2/x2, . . . , xn/xn} , ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîé

ïîäñòàíîâêè θ âåðíî ðàâåíñòâî θ = εθ .

À âîò íàèáîëüøåé ïîäñòàíîâêè â ìíîæåñòâå Subst íåò:
íåêîòîðûå ïàðû ïîäñòàíîâîê (íàïðèìåð, η′ = {x/c} è
η′′ = {x/d} ) ìîãóò íå èìåòü îáùåãî ïðèìåðà.

Âî èçáåæàíèå ¾íåðàâíîïðàâèÿ¿ äîáàâèì ê ìíîæåñòâó Subst
íîâóþ ìíèìóþ ïîäñòàíîâêó τ , óäîâëåòâîðÿþùóþ ðàâåíñòâàì

θτ = τθ = τ è E ′τ = E ′′τ

äëÿ ëþáîé ïîäñòàíîâêè θ è âûðàæåíèé E ′,E ′′ .

Ðàñøèðåííîå òàêèì îáðàçîì ìíîæåñòâî ïîäñòàíîâîê

îáîçíà÷èì çàïèñüþ Substτ .



Àíòèóíèôèêàöèÿ ïîäñòàíîâîê

Ïîäñòàíîâêè θ′ è θ′′ íàçîâåì ïîäîáíûìè , åñëè ñóùåñòâóåò

òàêàÿ ïîäñòàíîâêà-ïåðåèìåíîâàíèå ρ , äëÿ êîòîðîé

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî θ′′ = θ′ρ .

Îòíîøåíèå ïîäîáèÿ îáîçíà÷èì çàïèñüþ θ′ ≈ θ′′ .

Óòâåðæäåíèå 2.

Äëÿ ëþáîé ïàðû ïîäñòàíîâîê θ′, θ′′ âåðíî

θ′ � θ′′ ∧ θ′′ � θ′ ⇒ θ′ ≈ θ′′.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Î÷åâèäíî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèé � è ≈ .



Àíòèóíèôèêàöèÿ ïîäñòàíîâîê

Óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ïîäñòàíîâîê (Substτ ,�) îáëàäàåò
ñâîéñòâîì îáðûâà óáûâàþùèõ öåïåé.

Óòâåðæäåíèå 3.

Îïåðàöèÿ êîìïîçèöèè ïîäñòàíîâîê ìîíîòîííà îòíîñèòåëüíî

ñðàâíåíèÿ � :

θ1 � θ2 ⇒ ηθ1 � ηθ2

Äîêàçàòåëüñòâî.

Î÷åâèäíî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèè êîìïîçèöèè

ïîäñòàíîâîê è îòíîøåíèÿ � .



Àíòèóíèôèêàöèÿ ïîäñòàíîâîê
Óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ïîäñòàíîâîê (Substτ ,�) îáëàäàåò
ñâîéñòâîì îáðûâà óáûâàþùèõ öåïåé.

Óòâåðæäåíèå 4.

Íå ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîé óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ïîïàðíî íåïîäîáíûõ äðóã äðóãó ïîäñòàíîâîê

θ1 � θ2 � θ3 � · · ·

Äîêàçàòåëüñòâî.

Êàæäóþ ïîäñòàíîâêó θ = {x1/t1, . . . , xn/tn} îõàðàêòåðèçóåì
íàòóðàëüíûì ÷èñëîì h(θ) = h1(θ) + h2(θ) , ãäå

I h1(θ) � ýòî ñóììàðíîå ÷èñëî âõîæäåíèé ôóíêöèîíàëüíûõ

ñèìâîëîâ è êîíñòàíò â òåðìû t1, . . . , tn ,

I h2(θ) =
∑

y∈Var(t1,...,tn)
((n(y , t1) + · · ·+ n(y , tn)− 1) , ãäå

n(y , t) � êðàòíîñòü âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé y â òåðì t .

Îñòàåòñÿ ëèùü çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû ïîäñòàíîâîê

θ′, θ′′ âåðíî θ′ � θ′′ ∧ θ′ 6≈ θ′′ ⇒ h(θ′) < h(θ′′) QED



Àíòèóíèôèêàöèÿ ïîäñòàíîâîê

Íà óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå ïîäñòàíîâîê (Substτ ,�) , ïîìèìî
îïåðàöèè êîìïîçèöèè, ìîæíî ââåñòè åùå äâå îïåðàöèè:

1. îïåðàöèþ âû÷èñëåíèÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè θ1 ∧ θ2 , ò.å.
òàêîãî íàèáîëåå ïðîñòîãî îáùåãî ïðèìåðà

η : θ1 � η, θ2 � η , êîòîðûé íå ïðåâîñõîäèò äðóãèõ îáùèõ

ïðèìåðîâ ýòîé ïàðû ïîäñòàíîâîê;

2. îïåðàöèþ âû÷èñëåíèÿ òî÷íîé íèæíåé ãðàíè θ1 ∨ θ2 , ò.å.
òàêîãî íàèáîëåå ñïåöèàëüíîãî îáùåãî øàáëîíà

λ : λ � θ1, λ � θ2 , êîòîðûé íå óñòóïàåò äðóãèì îáùèì

øàáëîíàì ýòîé ïàðû ïîäñòàíîâîê.

Îïåðàöèþ âû÷èñëåíèÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè òàêæå íàçûâàþò

óíèôèêàöèåé . Ýòî òà ñàìàÿ óíèôèêàöèÿ, êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ

â ðåçîëþòèâíîì âûâîäå è â ëîãè÷åñêîì ïðîãðàììèðîâàíèè.

Äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòîé îïåðàöèè ìîæíî ïðèìåíÿòü ëþáîé

èçâåñòíûé àëãîðèòì óíèôèêàöèè (íàïðèìåð, àëãîðèòì

Ìàðòåëëè-Ìîíòàíàðè).



Àíòèóíèôèêàöèÿ ïîäñòàíîâîê
Ïóñòü çàäàíû äâå ïîäñòàíîâêè θ′ = {x1/t ′1, . . . , xn/t ′n} è
θ′′ = {x1/t ′′1 , . . . , xn/t ′′n} èç ìíîæåñòâà Subst , è ïóñòü Z �

ìíîæåñòâî âñïîìîãàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â ñîñòàâ

òåðìîâ èç îáëàñòè çíà÷åíèé ïîäñòàíîâîê θ′ è θ′′ .

Àëãîðèòì àòèóíèôèêàöèè ñòðîèò íåóáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ïîäñòàíîâîê η0, η1, . . . , ïðîâîäÿ ïðåîáðàçîâàíèå ñèñòåìû

àííîòèðîâàííûõ óðàâíåíèé, ïîðîæäåííûõ ïîäñòàíîâêàìè θ′ è
θ′′ . Êàæäîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ïîìå÷àåòñÿ íåêîòîðîé

âñïîìîãàòåëüíîé ïåðåìåííîé èç ìíîæåñòâà Z .

Â íà÷àëå ðàáîòû àëãîðèòìà ñèñòåìà àííîòèðîâàííûõ

óðàâíåíèé èìååò âèä

z1 : t ′1 = t ′′1
· · · · · · · · ·

zn : t ′n = t ′′n

à η0 = {x1/z1, . . . , xn/zn} .



Àíòèóíèôèêàöèÿ ïîäñòàíîâîê
Íà êàæäîì i -îì øàãå ðàáîòû àëãîðèòìà ê ñèñòåìå óðàâíåíèé,

äî òåõ ïîð ïîêà ýòî âîçìîæíî, â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå

ïðèìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèå 2 ïðàâèëà ïåðåïèñûâàíèÿ óðàâíåíèé è

âû÷èñëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîäñòàíîâîê η0, η1, . . . .

1. Àííîòèðîâàííîå óðàâíåíèå z : f (s ′1, . . . , s
′
k) = f (s ′′1 , . . . , s

′′
k )

çàìåùàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé

zN+1 : s ′1 = s ′′1
· · · · · · · · ·

zN+k : s ′k = s ′′k

ãäå zN+1, . . . , zN+k � ïåðåìåííûå èç ìíîæåñòâà Z , ðàíåå íå

èñïîëüçîâàííûå äëÿ ðàçìåòêè äðóãèõ óðàâíåíèé; ïðè ýòîì

ηi = ηi−1{z/f (zN+1, . . . , zN+k)}|x1,...,xn .

2. Åñëè â ñèñòåìå åñòü ïàðà îäèíàêîâûõ àííîòèðîâàííûõ

óðàâíåíèé zi : s ′ = s ′′ è zj : s ′ = s ′′ , òî îäíî èç íèõ (íàïðèìåð,
zj : s ′ = s ′′ ) óäàëÿåòñÿ; ïðè ýòîì ηi = ηi−1{zj/zi}|x1,...,xn .



Àíòèóíèôèêàöèÿ ïîäñòàíîâîê

Êàê òîëüêî áóäåò ïîñòðîåíà òàêàÿ ñèñòåìà àííîòèðîâàííûõ

óðàâíåíèé, ê êîòîðîé íå ïðèìåíèìî íè îäíî èç óêàçàííûõ äâóõ

ïðàâèë, àëãîðèòì ïðåêðàùàåò ðàáîòó. Ðåçóëüòàòîì åãî ðàáîòû

ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíÿÿ èç ïîñòðîåííûõ ïîäñòàíîâîê ηN = θ′ ∨ θ′′ .

Âû÷èñëåíèå θ′ ∨ θ′′ , ãäå
θ′ = {x1/f (y1, g(y2)), x2/g(y2)}
θ′′ = {x1/f (g(y2), f (y1, y2)), x2/f (y1, y2)} .

E0 :

{
z1 : f (y1, g(y2)) = f (g(y2), f (y1, y2))
z2 : g(y2) = f (y1, y2)

η0 = {x1/z1, x2/z2}
⇓ (1)

E1 :


z3 : y1 = g(y2)
z4 : g(y2) = f (y1, y2)
z2 : g(y2) = f (y1, y2)

η1 = η0{z1/f (z3, z4)}|x1,x2 = {x1/f (z3, z4), x2/z2}



Àíòèóíèôèêàöèÿ ïîäñòàíîâîê

E1 :


z3 : y1 = g(y2)
z4 : g(y2) = f (y1, y2)
z2 : g(y2) = f (y1, y2)

η1 = {x1/f (z3, z4), x2/z2}
⇓ (2)

E2 :

{
z3 : y1 = g(y2)
z4 : g(y2) = f (y1, y2)

η2 = η1{z2/z4}|x1,x2 = {x1/f (z3, z4), x2/z4}

ÊÎÍÅÖ: θ′ ∨ θ′′ = {x1/f (z3, z4), x2/z4}



Àíòèóíèôèêàöèÿ ïîäñòàíîâîê

Óòâåðæäåíèå 4.

Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì àíòèóíèôèêàöèè, ïîëó÷èâ íà âõîäå

ïðîèçâîëüíóþ ïàðó ïîäñòàíîâîê θ′ è θ′′ , âñåãäà çàâåðøàåò ñâîå
âûïîëíåíèå è âû÷èñëÿåò ïîäñòàíîâêó η = θ′ ∨ θ′′ .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ñàìîñòîÿòåëüíî, îïèðàÿñü íà îïðåäåëåíèå íàèáîëåå

ñïåöèàëüíîãî øàáëîíà ïàðû ïîäñòàíîâîê è ñëåäóÿ ïëàíó

äîêàçàòåëüñòâà çàâåðøàåìîñòè è êîððåêòíîñòè àëãîðèòìà

óíèôèêàöèè Ìàðòåëëè-Ìîíòàíàðè. QED



Àíòèóíèôèêàöèÿ ïîäñòàíîâîê

Îïåðàöèÿ àíòèóíèôèêàöèè îáëàäàåò õîðîøî èçâåñòíûìè

àëãåáðàè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè

Óòâåðæäåíèå 5.

Äëÿ ëþáûõ ïîäñòàíîâîê θ1, θ2, θ3 èç ìíîæåñòâà Substτ

âûïîëíÿþòñÿ çàêîíû

êîììóòàòèâíîñòè: θ1 ∨ θ2 ≈ θ2 ∨ θ1 ,
àññîöèàòèâíîñòè: θ1 ∨ (θ2 ∨ θ3) ≈ (θ1 ∨ θ2) ∨ θ3 ,
èäåìïîòåíòíîñòè: θ1 ∨ θ1 ≈ θ1 ,
ëåâîé äèñòðèáóòèâíîñòè: θ1(θ2 ∨ θ3) ≈ θ1θ2 ∨ θ1θ3 .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ñàìîñòîÿòåëüíî, îïèðàÿñü íà îïðåäåëåíèå îïåðàöèè

àíòèóíèôèêàöèè è êîìîïîçèöèè ïîäñòàíîâîê.



Àíòèóíèôèêàöèÿ ïîäñòàíîâîê
Îïåðàöèþ àíòèóíèôèêàöèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðîâåðêè

ðàâåíñòâà âûðàæåíèé.

Óòâåðæäåíèå 6.

Äëÿ ëþáûõ âûðàæåíèé E1,E2 è ïîäñòàíîâîê θ′, θ′′ ñïðàâåäëèâî
ñîîòíîøåíèå

E1θ
′ = E2θ

′ ∧ E1θ
′′ = E2θ

′′ ⇔ E1(θ′ ∨ θ′′) = E2(θ′ ∨ θ′′).

Äîêàçàòåëüñòâî.

(⇒ ) Åñëè E1θ
′ = E2θ

′ è E1θ
′′ = E2θ

′′ , òî àòîìû E1,E2

óíèôèöèðóåìû è èìåþò íàèáîëåå îáùèé óíèôèêàòîð µ , äëÿ

êîòîðîãî âåðíû íåðàâåíñòâà µ � θ′ è µ � θ′′ .
Îïåðàöèÿ àíòèóíèôèêàöèè âû÷èñëÿåò òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü

θ′ ∨ θ′′ ïîäñòàíîâîê θ′, θ′′ , è ïîýòîìó µ � θ′ ∨ θ′′ .
Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäñòàíîâêà θ′ ∨ θ′′ óíèôèöèðóåò àòîìû E1,E2 ,

ò. å. âåðíî ðàâåíñòâî E1(θ′ ∨ θ′′) = E2(θ′ ∨ θ′′) .
(⇐ ) Î÷åâèäíî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ òî÷íîé íèæíåé ãðàíè

ïîäñòàíîâîê. QED
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ýêâèâàëåíòíîñòè ñòàíäàðòíûõ ñõåì
ïðîãðàìì

Òåîðåìà 2 ïîçâîëèëà ñâåñòè çàäà÷ó ïðîâåðêè ë-ò ýêâèâàëåíò-

íîñòè ïàðû ñòàíäàðòíûõ ñõåì ïðîãðàìì π′ è π′′ ê çàäà÷å
ïðîâåðêå ñâîéñòâ êîìïîçèöèé ïîäñòàíîâîê äëÿ êàæäîãî ïóòè α
â ãðàôå ñîâìåñòíûõ âû÷èñëåíèé Γ[π′, π′′] ýòèõ ñõåì ïðîãðàìì:

π′
lt∼ π′′ ⇔ ∀(v ′, v ′′)∈Vπ′,π′′ ∀α∈Path(v ′, v ′′) : B(v ′)θ(α)=B(v ′′)θ(α)

Óòâåðæäåíèå 6 ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü àíàëèç êîìïîçèöèé

ïîäñòàíîâîê â áåñêîíå÷íîì ìíîæåñòâå ïóòåé Path(v ′, v ′′) äëÿ
êàæäîé âåðøèíû w = (v ′, v ′′) â ãðàôå Γ[π′, π′′] :

∀α ∈ Path(v ′, v ′′) : B(v ′)θ(α)=B(v ′′)θ(α) ⇔ B(v ′)θw =B(v ′′)θw ,

ãäå θw =
∨

α∈Path(v ′,v ′′)

θ(α) .
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ýôôåêòèâíîé ïðîâåðêè ëîãèêî-òåðìàëüíîé

ýêâèâàëåíòíîñòè ñõåì ïðîãðàìì π′
lt∼ π′′ äîñòàòî÷íî íàó÷èòüñÿ

ýôôåêòèâíî âû÷èñëÿòü íàèáîëåå ñïåöèàëüíûé øàáëîí

θw =
∨

α∈Path(v ′,v ′′)

θ(α)

ïîäñòàíîâîê θ(α) , àññîöèèðîâàííûõ ñî âñåìè âîçìîæíûìè

ïóòÿìè α ∈ Path(v ′, v ′′) , âåäóùèìè â çàäàííóþ âåðøèíó

w = (v ′, v ′′) ãðàôà ñîâìåñòíûõ âû÷èñëåíèé Γ[π′, π′′] .

Ïîêàæåì, êàê ìîæíî èòåðàòèâíî âû÷èñëèòü âñå ïîäñòàíîâêè-

øàáëîíû θw , îïèðàÿñü íà àëãîðèòì àíòèóíèôèêàöèè

ïîäñòàíîâîê è çàêîí ëåâîé äèñòðèáóòèâíîñòè êîìïîçèöèè

ïîäñòàíîâîê îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè àíòèóíèôèêàöèè:

θ1(θ2 ∨ θ3) ≈ θ1θ2 ∨ θ1θ3.



Àëãîðèòì ïðîâåðêè ýêâèâàëåíòíîñòè

Â ïðîöåäóðå ãëîáàëüíîé ðàçìåòêè ãðàôà Γ[π′, π′′] êàæäîé
âåðøèíå w = (v ′, v ′′) ýòîãî ãðàôà ïðèïèñûâàåòñÿ ïîäñòàíîâêà

ηw , êîòîðàÿ ïðèáëèæàåò ñâåðõó èñêîìóþ òî÷íóþ íèæíþþ

ãðàíü θw =
∨

α∈Path(v ′,v ′′)

θ(α) .

Ýòî ïðèáëèæåíèå óòî÷íÿåòñÿ ïî õîäó ðàáîòû àëãîðèòìà. Â

íà÷àëå ðàáîòû ïðîöåäóðû êîðíåâîé âåðøèíå w0 = (âõîä, âõîä)
ïðèïèñûâàåòñÿ ïîäñòàíîâêà {x ′1/z1, . . . , x ′n/zn, x ′′1 /z1, . . . , x ′′n /zn}
, à âñåì îñòàëüíûì âåðøèíàì w ,w 6= w0, ïðèïèñûâàåòñÿ
íàèáîëüøàÿ â ðåøåòêå ïîäñòàíîâîê ìíèìàÿ ïîäñòàíîâêà τ .
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Äàëåå, äî òåõ ïîð ïîêà ýòî âîçìîæíî, ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùåå

ïðàâèëî ïåðåïèñûâàíèÿ ïîäñòàíîâîê ηw , êîòîðûìè ïîìå÷åíû

âåðøèíû ãðàôà:

åñëè â ãðàôå Γ[π′, π′′] ñóùåñòâóåò äóãà u
µ−→ w , äëÿ

êîòîðîé íå âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ηw � θηu , òî

âåðøèíå w âìåñòî ïîäñòàíîâêè ηw ïðèïèñûâàåòñÿ

ïîäñòàíîâêà ηw ∨ µηu .

w - wu w
ηu

µ

ηw ∨ µηu

Ïðîöåäóðà ïåðåïèñûâàíèÿ çàâåðøàåò ðàáîòó â òîì ñëó÷àå, åñëè

äëÿ âñåõ äóã u
µ⇒ w ãðàôà Γ[π′, π′′] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

ηw � µηu .
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Òåîðåìà 4.

Êàêîâû áû íè áûëè ïðîãðàììû π′ è π′′ ïðîöåäóðà ãëîáàëüíîé
ðàçìåòêè ãðàôà ñîâìåñòíûõ âû÷èñëåíèé Γ[π′, π′′] çàâåðøàåò
ñâîþ ðàáîòó è âû÷èñëÿåò â êàæäîé âåðøèíå w = (v ′, v ′′)
ïîäñòàíîâêó θw =

∨
α∈Path(v ′,v ′′)

θ(α) .

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Ïðèìåíåíèå ïðàâèëà ïåðåïèñûâàíèÿ ê ðàçìåòêå ãðàôà

Γ[π′, π′′] ïðèâîäèò ê ñòðîãîìó óáûâàíèþ ïîìåòîê â îäíîé èç

âåðøèí ãðàôà:

íîâàÿ ïîäñòàíîâêà ηw ∨ µηu , êîòîðàÿ áóäåò ïðèïèñàíà îäíîé èç

âåðøèí w , ñòðîãî ìåíüøåå ïîäñòàíîâêè ηw , êîòîðàÿ áûëà

ïðèïèñàíà ýòîé âåðøèíå äî ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà.

Òàêèì îáðàçîì, ñâîéñòâî îáðûâà óáûâàþùèõ öåïåé

(Óòâåðæäåíèå 3) ãàðàíòèðóåò çàâåðøàåìîñòü ðàáîòû

ïðîöåäóðû ïåðåïèñûâàíèÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

2. Âîñïîëüçîâàâøèñü èíäóêöèåé ïî ÷èñëó øàãîâ ïðîöåäóðû è

ñâîéñòâîì ëåâîé äèñòðèáóòèâíîñòè êîìïîçèöèè ïîäñòàíîâîê

îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè àíòèóíèôèêàöèè, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

íà êàæäîì øàãå ðàáîòû ïðîöåäóðû íåðàâåíñòâî∨
α∈Path(v ′,v ′′)

θ(α) � ηw

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîé âåðøèíû w = (v ′, v ′′) ãðàôà Γ[π′, π′′] .
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2. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðàâèëî ïåðåïèñûâàíèÿ ðàçìåòîê áûëî

ïðèìåíåíî ê äóãå u
µ−→ w , òî

�
��u ηu �
��w ηw
η′w = µηu ∨ ηw

-µ
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2. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðàâèëî ïåðåïèñûâàíèÿ ðàçìåòîê áûëî

ïðèìåíåíî ê äóãå u
µ−→ w , òî

�
��u ηu �
��w ηw
η′w = µηu ∨ ηw

-µ-β∨
β∈Path(u)

θ(β) � ηu (1)

Èíäóêòèâíàÿ ãèïîòåçà äëÿ âåðøèíû u
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2. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðàâèëî ïåðåïèñûâàíèÿ ðàçìåòîê áûëî

ïðèìåíåíî ê äóãå u
µ−→ w , òî

�
��u ηu �
��w ηw
η′w = µηu ∨ ηw

-µ-β � α∨
β∈Path(u)

θ(β) � ηu (1)∨
α∈Path(w)

θ(α) � ηw (2)

Èíäóêòèâíàÿ ãèïîòåçà äëÿ âåðøèíû w
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2. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðàâèëî ïåðåïèñûâàíèÿ ðàçìåòîê áûëî

ïðèìåíåíî ê äóãå u
µ−→ w , òî

�
��u ηu �
��w ηw
η′w = µηu ∨ ηw

-µ-β � α∨
β∈Path(u)

θ(β) � ηu (1)∨
α∈Path(w)

θ(α) � ηw (2)∨
α∈Path(w)

θ(α) �
∨

β∈Path(u)
µθ(β) (3)

Åñëè β ∈ Path(u) , òî β, (u,w) ∈ Path(w)
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2. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðàâèëî ïåðåïèñûâàíèÿ ðàçìåòîê áûëî

ïðèìåíåíî ê äóãå u
µ−→ w , òî

�
��u ηu �
��w ηw
η′w = µηu ∨ ηw

-µ-β � α∨
β∈Path(u)

θ(β) � ηu (1)∨
α∈Path(w)

θ(α) � ηw (2)∨
α∈Path(w)

θ(α) �
∨

β∈Path(u)
µθ(β) (3)∨

β∈Path(u)
µθ(β) = µ

∨
β∈Path(u)

θ(β) (4)

Ïî çàêîíó äèñòðèáóòèâíîñòè êîìïîçèöèè îòíîñèòåëüíî àíòèóíèôèêàöèè
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2. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðàâèëî ïåðåïèñûâàíèÿ ðàçìåòîê áûëî

ïðèìåíåíî ê äóãå u
µ−→ w , òî

�
��u ηu �
��w ηw
η′w = µηu ∨ ηw

-µ-β � α∨
β∈Path(u)

θ(β) � ηu (1)∨
α∈Path(w)

θ(α) � ηw (2)∨
α∈Path(w)

θ(α) �
∨

β∈Path(u)
µθ(β) (3)∨

β∈Path(u)
µθ(β) = µ

∨
β∈Path(u)

θ(β) (4)

µ
∨

β∈Path(u)
θ(β) � µηu (5)

Èç (1) ïî çàêîíó ìîíîòîííîñòè êîìïîçèöèè
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2. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðàâèëî ïåðåïèñûâàíèÿ ðàçìåòîê áûëî

ïðèìåíåíî ê äóãå u
µ−→ w , òî

�
��u ηu �
��w ηw
η′w = µηu ∨ ηw

-µ-β � α∨
β∈Path(u)

θ(β) � ηu (1)∨
α∈Path(w)

θ(α) � ηw (2)∨
α∈Path(w)

θ(α) �
∨

β∈Path(u)
µθ(β) (3)∨

β∈Path(u)
µθ(β) = µ

∨
β∈Path(u)

θ(β) (4)

µ
∨

β∈Path(u)
θ(β) � µηu (5)∨

α∈Path(w)

θ(α) � µηu (6)

Èç (3), (4), (5) ïî òðàíçèòèâíîñòè îòíîøåíèÿ �
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2. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðàâèëî ïåðåïèñûâàíèÿ ðàçìåòîê áûëî

ïðèìåíåíî ê äóãå u
µ−→ w , òî

�
��u ηu �
��w ηw
η′w = µηu ∨ ηw

-µ-β � α∨
β∈Path(u)

θ(β) � ηu (1)∨
α∈Path(w)

θ(α) � ηw (2)∨
α∈Path(w)

θ(α) �
∨

β∈Path(u)
µθ(β) (3)∨

β∈Path(u)
µθ(β) = µ

∨
β∈Path(u)

θ(β) (4)

µ
∨

β∈Path(u)
θ(β) � µηu (5)∨

α∈Path(w)

θ(α) � µηu (6)∨
α∈Path(w)

θ(α) � µηu ∨ ηw (7)

Èç (2) è (6) ïî îïðåäåëåíèþ àíòèóíèôèêàöèè
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2. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðàâèëî ïåðåïèñûâàíèÿ ðàçìåòîê áûëî

ïðèìåíåíî ê äóãå u
µ−→ w , òî

�
��u ηu �
��w ηw
η′w = µηu ∨ ηw

-µ-β � α∨
β∈Path(u)

θ(β) � ηu (1)∨
α∈Path(w)

θ(α) � ηw (2)∨
α∈Path(w)

θ(α) �
∨

β∈Path(u)
µθ(β) (3)∨

β∈Path(u)
µθ(β) = µ

∨
β∈Path(u)

θ(β) (4)

µ
∨

β∈Path(u)
θ(β) � µηu (5)∨

α∈Path(w)

θ(α) � µηu (6)∨
α∈Path(w)

θ(α) � µηu ∨ ηw (7)∨
α∈Path(w)

θ(α) � η′w
Èç (7) ïî îïðåäåëåíèþ ïðàâèëà ïåðåïèñûâàíèÿ ðàçìåòîê
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Äîêàçàòåëüñòâî.

3. Âîñïîëüçîâàâøèñü èíäóêöèåé ïî äëèíå ìàðøðóòà è

ïðèìåíÿÿ ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè êîìïîçèöèè ïîäñòàíîâîê

(Óòâåðæäåíèå 3), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîé âåðøèíû

w = (v ′, v ′′) ãðàôà Γ[π′, π′′] è äëÿ êàæäîãî ìàðøðóòà α ,

âåäóùåãî â ýòó âåðøèíó, ïî îêîí÷àíèè ðàáîòû ïðîöåäóðû

ïåðåïèñûâàíèÿ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ηw � θ(α) .

Ïðîâåäèòå èíäóêòèâíîå îáîñíîâàíèå ñàìîñòîÿòåëüíî, ïîäîáíî

òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ï. 2 .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîé âåðøèíû w = (v ′, v ′′)
âû÷èñëåííàÿ â êîíöå ðàáîòû àëãîðèòìà ðàçìåòêè ïîäñòàíîâêà

ηw óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

ηw �
∨

α∈Path(v ′,v ′′)

θ(α).

�
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîâåðêè ë.-ò. ýêâèâàëåíòíîñòè ïðîãðàìì

π′
lt∼ π′′ äîñòàòî÷íî
1. ïîñòðîèòü ãðàô Γ[π′, π′′] ñîâìåñòíûõ âû÷èñëåíèé ñõåì

ïðîãðàìì π′ è π′′ ,

2. ïðèìåíèòü îïèñàííûé àëãîðèòì ðàçìåòêè âåðøèí w ãðàôà

ïîäñòàíîâêàìè ηw ,

3. ïðîâåðèòü äëÿ êàæäîé âåðøèíû w = (v ′, v ′′) â ãðàôå
Γ[π′, π′′] âûïîëíèìîñòü ðàâåíñòâà B ′[v ′]ηw = B ′′[v ′′]ηw ,

ãäå ηw � ýòî ïîäñòàíîâêà, âû÷èñëåííàÿ àëãîðèòìîì

ðàçìåòêè äëÿ âåðøèíû w .

Òåîðåìû 2-4 ãàðàíòèðóþò çàâåðøàåìîñòü è êîððåêòíîñòü

ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà ïðîâåðêè ë.-ò. ýêâèâàëåíòíîñòè

ñòàíäàðòíûõ ñõåì ïðîãðàìì.

Èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ïðîâåðêà ë.-ò. ýêâèâàëåíòíîñòè

ñòàíäàðòíûõ ñõåì ïðîãðàìì îñóùåñòâèìà çà âðåìÿ O(n6) .
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âõîä

?

y := x

?�� ��P(x)

?

0
@
@@R

1
x := f (x)

6

y := f (y)
�

��	

ñòîï(x , y)

Ñõåìà π′

âõîä

?�� ��P(x)

?

0
@
@@R

1
y := f (x) �

���

x := f (y)
�
��	

ñòîï(x , x)

�� ��P(f (x))

?

0

@
@@I

1

ñòîï(y , y)

Ñõåìà π′′
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âõîä

?

{y/x}

v ′0

�� ��P(x)

?

0 ε� ����

1

{x/f (x), y/f (y)}
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